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läroverk .      IV.         5ia 
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I. 


Note  über  die  Integration  von  linearen  Differential- 

gleichangen. 


Von 


Herrn  Simon  Spitzer^ 

Professor  am  k.  k.  Polytechnikiim  in  Wien. 


Im  38.  Bande  des  Archivs  habe  ich  die  Gleichung 
in  welcher 


ist,  mittelst  der  Formel 

(2) 

o  o 

integrirt.     Kg  und  K^  bezeichnen  willkürliche  Constante. 

Setzt  man  in  (1)  und  (2) 

(3) ^z=:mx\ 

woselbst  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  Zahl  bezeichnet, 
80  erhält  man: 

Theü  liUL  1 


2     Spitzer:    Note  über  die  Intearatipti.von  lin^rei^  DifferentialgleichunQen. 

und  dieser  Gleichung  genagt  nachstehender  Werth  von  2: 

(5) 


Man  kann  das  Integrale  der  Gleichung  (4)  noch  auf  anderem 
Wege  bestimmen.  Nach  einem  von  mir  gefundenen  Satze  stehen 
nSmIich  die  zwei  Differenzialgleichungen 

(6) 2(«)     =3?«»     (Axz'-i-Bz), 

(7) y('«+i)  =  a:'»-i(^ary'+ß^) 

in  folgendem  Zusammenhange: 


0 


wo  af;(:r)  diejenige  Function  von  ^  bezeichnet,  welche  in  (7)  statt 
y  eingeführt,  derselben  genügt,  falls  nur  zwischen  den  n-|-l  Con- 
stanten, die  in  ip{x)  als  willkürlich  auftreten,  eine  gewisse  Relation 
statuirt  wird.  (Siehe  meine  Studien  über  lineare  Differential* 
gleichungen,  1.  Fortsetzung,  Seite  74). 

Die  Integrale  der  zwei  Gleichungen 

(9) z"  =  x(3mxz' -{-9A2) 

(10) /'=     3mary  +  9% 

stehen  demnach  in  folgendem  Zusammenhange: 

/OD  ,1» 

c"Ttp(tur)dtt. 
0 

Die   Gleichung  (10)    lässt  sich  mittelst  der  Laplace'schen 
Methode  integriren,  es  ist  nämlich: 

/oo  „» 


spitzer:    Note  über  die  InUgrcUUm  von  linearen  DifferenticLlgleichungen,     3 

woselbst  Ci  C2  C^  willkörliche  Constante  und   ^1  fii  fis  die  drei 
Wurzeln  der  Gleichung 

AezeiehneD.    Man  kann,   wie  leicht  einzusehen,  dem  y  auch  fol- 
gende Gestalt  geben: 

/OD  tl' 

o 

alsdann  bezeichnen  wieder   Q  C^  C3   willkürliche  Constante  und 
j^i  j^2  ^3   ^'®  ^1*^'  Wurzeln  der  Gleichung 

)i3  =  3m. 

Es  ist  demnach 

(14) 


=/y 


das  Integrale  der  Gleichung  (9).  Zwischen  den  drei  Constanten 
61  C3  Cj  findet  eine  Bedingungsgleichung  statt.  Um  diese  zu 
finden,  bemerke  man  dass  die  Gleichung  (9)  für  .r  =  0  auf  z''  ==  0 
fuhrt,  demnach  muss  auch  die  Gleichung  (14)  zweimal  differenzirt 
und  dann  a;  =zO  gesetzt,  auf  z"  =  0  führen.    Nun  ist: 

/      e 3~  «3^  vH  Ci  kl  2e«^i~«*  +  CJc^e^^^^^ 

""        **  +C8i3*e*»««^^)rfMd[t?; 

für  ar  =  0  wird  2"  =  0  wenn 

ist. 


Der  Differentialgleichung 
(4) J^^^^'n'^^^^^r'^Amxzy 


in  welcher 


?>^>ü 


ist,  genügt  daher  erstens 
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(5) 


z 

0 


woselbst  Kl  und  iS^^  willkürliche  Constante  sind,  und  zweitens 
genügt  derselben  auch 

(14) 

/OO     •»CO         v*^v* 
o         o 

in  welcher  Ci  C^  C^  willkürliche  Constante  bedeuten ,  zwischen 
denen  die  Relation 

(15). CiÄi2+C2V+C3V  =  0 

besteht,  und  woselbst  ki  k^  k^  die  drei  Wurzein  der  Gleichung 

(16) Ä»  =  3m 

sind.  Ich  ziehe  das  in  (5)  gegebene  Integrale  der  Differential- 
gleichung (4)  dem  in  (14)  gegebenen  integrale  vor,  und  zwar  aus 
dem  Grunde,  weil  in  (5)  blos  einfache  bestimmte  Integrale  vor* 
kommen,  in  (14)  aber  Doppel-Integrale  erscheinen. 


Differenzirt  man  die  Gleichung  (4)  it-f-  Inial,  unter  A.-f  1  eine 
ganze  positive  Zahl  verstanden,  so  erhält  man 

#7>l'+3»  //^+2«  rf^+^z  d^T 

fejFs  =  3"«'rfPP  +3m(2i+3^+2):r^^jfp+3m(i+I)(H3^)^, 

und  setzt  man 

dh_ 

80  erhält  man  die  Gleichung*. 

(17)  .  /'  =  3wa;V+3m(2;L+3il  +  2)y+3jii(^+I)(A  +  3^)y 
und  derselben  genügt  nicht  nur  der  Werth: 

(18) 

y  =  ^^r*^i   /^^'"«'•m^-*(1-«)""^"*** 

o 


6    Spitzer:   Note  über  die  Integration  von  linearen  Differentialglekihungen. 

integrirten,  wo  C^  C^  C3  C^  vrillkurliche  Constante  und  Xi  X^  X^  X^ 
die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  A^=l  bezeichneten;  80  ferner 
im  selben  Bande  des  Archivs  Seite  21^  wo  wir  die  Gleichung 

2"'  =  dma!^2''  +  6m  (fi  +  2)0:2'  +  3iii  (fi  +  2)  (f»  +  1)2, 

in  welcher  fi  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  mittelst  der 
Formel 

•>  00    •>  00        u*-{-V* 

=  /      /      e       3"  uf^vf^^^*{  Ci  e'^i««'*  +  Cae^»««^*  +  C3  c^««»*)  dudv] 


2 

o  o 


integrirten,  in  welcher  C|  C^  63  willkürliche  Constante  und  Xi  X^  A3 
die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  X^=z3m  repräsentiren ;  und  so 
endlich  in  diesem  Aufsätze,  wo  wir  die  Gleichung 

y"'  =  3ma;y +  3m(2A  +  3/4  +  2)/  +  3ffi(A  +  l)a  +  3^)2(, 

woselbst 

und  X  eine  positive  Zahl  bezeichnet,  mittelst  der  Formel 

y=  j      I      e       3~  mA+3^-1  „A  (Q  e^itit;*^.  C^e^*^^'^  Cae*.«»*)  dudv 

o  o 

integrirten. 


Die  Resultate,  zu  denen  ich  bisher  gelangt,  veranlassten  mich 
zu  untersuchen  ob  man  überhaupt  Gleichungen  der  Form 

(20) yi'»)  —  Aay  +  Ba:y' i^  Cy 

genügen  könne  durch  Integrale  von  nachstehender  Gestalt: 

(21) 

y  =  /       /      e ~  ^^«ü/5(Cle''•l«^^+C2e'^*"''*+...+C„e^n«v*)€^Ml/r, 

o  o 

in  welcher  et  und  ß  bestimmte  positive  und  constante  Zahlen 

A|  A2    •    •    •    •    AM 

die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

(22) A«  =  2I 


Spitzer:    Note  über  die  LUegraiion  von  linearen  DfjferentiiilgUiehungen.    ^ 

und  Ci  C^..>^Cn   willkGrliche  ConstaDte  bezeichnen ^  und  diese 
meine  Untersnchung  war  vom  glöckiichsten  Erfolg. 

Dm   diess  zu  beweisen  fasse  ich  ein  particuläres  Integrale 
besonders  ins  Auge  und  setze 


.n  I  ja 


o  o 

Durch  Differenziren  dieses  Ausdruckes  erhält  man: 
y'  =  A  /      /      e r~  tt«+i  vß^^  c^»»*  dudvp 


o         o 


y(ß)  =  A«  /       /      e ü~  u«+«  ©/*+"  e^^^'fitudv' 


o  o 


Bebandelt  man  nun  das  ^(")  zweimal  nacheinander  mittelst 
der  Methode  des  theil weisen  Integrirens«  so  erhält  man  succes- 
sive,  da 


=  — c        n 


« ■  -«  •»        ..« I  jn 


.11  ■  „«  •»        „n « ..« 


=  —  c ST"  t4«+«c/5+ic^««'*  +  /   e r~  u'^+nvße^^'  (kuvx+ß+l)dt 

ist,  wenn  man  zu  den  Grenzen  0  und  od  übergeht: 


CO  «"^-ü" 


/     e IT"  u«+»»i?+»c^«»*  dv 

o 

/OO  w"-|-©* 


und  folglich  ist 

.ni  jn 


fk  00    xj  00        t«  -4-r 


O  0 


8     Spitzer:    Note  über  die  JntegrcOion  von  liMoren  Differentialgleichungen, 

Behandelt  man  nun  auf  gleiche  Weise  das  Integrale 

e      T"  u''-^Hße^'*^'(Xuva: + /J  +  l)du 

so  sieht  man^  dass  man  selbes  vorerst  auf  nachstehende  Weise 
schreiben  kann: 

und  diess  gibt  nach  der  Methode  des  theilvreisen  Integrirens: 


Jtt  jn 


und  diess  ist  gleich: 


«"+»" 


+  je ir-  tt«r/'c^''*[(a+l)(i3+I)+A(a-H5+3)ti»a:+A«w«o«a:«]rfM. 

Geht  man  nun  auch  bei  diesem  Integrale  zu  den  Grenzen 
0  und  QO  über,  so  verschwindet  das  ausser  dem  Integralzeichen 
stehende  und  man  erhält: 

(24) 
y(«)  =  ;i«  /      /      e T'u^vße^^^*  [(«+!)  (i5^  I)  +il(a+i5+3)Mt?ar 

Substituirt  man  nun  die  früher  aufgestellten  Werthe  von  y^ 
y'  und  y"  sowie  den  eben  jetzt  erhaltenen  Werth  von  y(")  in  die 
Gleichung  (20)  so  erhält  man: 


.n,  _n 


iL«  f^  f    6"^Sr"ti«ri56^«»*[(a+l)(/3+I)+A(a+/5+3)?/ra: 

/>  OD    •»  00        u^+v" 

0  o 

•»  00     •>  00  «"-!-»" 


0  u 

.n  I  jn 


•»00/100    -.u  -|-» 

^  ^  I      I      * pT  W^ße^'dudv 


o         o 


.    1  ■  -,   -  I.  -  -  -  -*--     .  Se--.—*     Jls       f>"'*'*ir*-      i«U 


11  r. 

TbM«ie  des  JltiimiuBS  luid  Hüui 


•  m 


^r«as   Umf^rdimge 


b  alle«  3ur  kUb»  bcbsci  s«veHeseB  L«fe«T:»teaie«  d«r 
Bfa wnalretto  twz  verdm  di«  kmeri«i  des  C^rwsstea  «ad 
fkmtHen  ew  itr  F?c^ti«L€«  eiaer  «der  xvn«r  VamMa  ia  er» 
iAi|feDder  ^'Rt^  erii-sckelt. 

FSr  Foccti^i««  dreier  oder  mehr  YerindeHickeo  iadea  sick 
Uer  aad  da  aar  Andeataasea,  veldie  jeden  Saelikeeaer  das 
Cafertige  der  Dar^tellang  füblbar  aacbea. 


Denaadb  hat  bereits  vor  »ehr  als  :^  Jahrea  Profeässor 
Vetzval  (ah  dessen  Schaler  wir  ans  dankbar  bekeaaea)  aa 
hiesiger  Cnif-ersität  in  einer  Reibe  Ton  VortrS^n  fiber  dia  Theorta 
ier  linearen  Gleichanzen  diesen  Gegenstand  ganx  allgemein  er« 
Miget  and  in  W.  t.  Haidinger's  natnrivissenscbaftlicheQ  Ab« 
Wdloogen  (II.  Bd.  ISI8)  Terufentlicht  ^). 

Sei  ans  erlaubt  diese  Theorie  abgekQrxt  auf  eine  Function 
^61  drei  Variabein  hier  in  Erinnerung  xn  bringen  und  ein  von 
<">•  gewähltes  Beispiel  als  Erläuterung  derselben  aniuscbliassen. 


*)  Aach    Dr.  Herr  id   seinem  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik  (^Wten 
^t57,  1864)  hat  Ton  diecer  ichOnen  Arbeit  keinen  Gebrauch  s^macht. 
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(11)  =  -—^.    +       ^_,    (12)  =  +  —^.    +       « > 

(22)  = i^ ,  +  —i^ .   (13)  =0.  0, 

(33)  = ^.    +  —r — '     (23)  =  +  — ^ 


Hiermit  erhält  man  als 

(I6)....Coefficient  von  «'....  +  j»  j  «        +    «   -      +    ♦        >  * 

^V"«»6      V^»6»      Va6»' 

2(1  1  1      ) 

'^   Vo«6      V^o»6»      Vo6»' 

1(3  4  3      ) 

(17)..  .Coeflicient  von  «  . . . .  +  ja  <   4  +    4  +    4  (  • 

^VPä*       V^o'A«       Vo*6«' 

1  (      3  4        .        3      } 

—  ^i  «  +    4  +    4         (» 

'^   ^Vä«ft*       Vä*6«       V"«*6«' 

.1  .1 


Sind  a  nnd  6  positiv,  so  sind  l  und  ft  reell  nnd  positiv,  die 
Zeichenreihe  der  Gleichung  (11)  ist  daher  beziehungsweise  fllr 

+    +    +     f  , 
+ . 

woraus  man  erkennt,  dass  Vi  ein  Maximum,  l\  aber  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist. 


§.  13. 

Sind  hingegen  a,  b  beide  negativ,  so  verwandein  sich  l,  ft 
beiiehangsweise  in 

( V"^ + V"-6)«i  =  U,       i  \''—tt — V"^)«»  =  (li. 
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welche  diesem  Fall  entspricht  uod  führen  neue  Variabeie  u,  r»  to 
ein,  durch  die  Substitutionen  o:  =  -^u,  ^  =: — v,  z  =  — to,  so 
ivird : 

Die  Function   V  entspricht  nun  dem  ersten  Falle,  in  welchem 
a  und  6  positiv,  und  hat  nach  dem  Vorhergehenden  das  Maximum: 

F=  » 


daher  ist: 

1 


ü=- 


ein  Minimum  von   ü. 

Das  Ergebniss  dieser  Untersuchung  ist   nun  folgendes:  Die 
Function 

P_  ^y^ 


ist  ffir  (7=:0  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 
Wenn  a  und  b  positiv  sind,  so  hat  V  das  Maximum 

1 

und  kein  Minimum.  Sind  a  und  6  negativ,  so  hat  ü  das 
Minimum 

_  1 

und  kein  Maximum.  Haben  a  und  6  ungleiche  Vor- 
zeichen, 80  hat  ü  weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini« 
mum  *). 


*)  Studnicka  in  seiner  Einleitung  zur  Theorie  der  Deter- 
minanten (Prag,  1871)  hat  obige  Function  ebenfalls  untersucht  und  kommt 
dabei  zu  dem  falschen  Besaltat,  das  Maximum  derselben  sei 


4  4 


-    und  das  Minimum     — : 


{Va  +  Vby  2  (V^-V6)* 


■?lll  ""F.' 
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■V. 

Ueber  eine  Transformation  des  bestimmten  Integrals 

.    a  ^r  bcoBX  , 
Ig T dx* 

Von 
Herrn  Franz  Unferdinger^ 

liehrer  der  Mathematik  an  der  öffentlichen  Oberrealschale  am  hohen  Markt 

in  Wien. 


Durch  gewuhnliche  IntegratioD  mit  Binx=^x  findet  man  leicht: 

C08X         »Ix        ysina  :=  . 

I 5 5-  dx  =    ,/.,  arc.  tg  77===,    a  ^  ^n 

o 

and  der  Ausdruck  rechts  erscheint  10  reeller  Form  mit  der  Be- 
dingung y  <  1;  damit  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
ioner  den  Grenzen  0,  a  endlich  und  stetig  bleibt  ist  die  Bedin- 
gung ycosa  <  1  noth wendig. 

Wird  beiderseits  mit  2c/y  multiplicirt»  nach  y  von  0  bis  ß^j 

integrirt  und  links  die  Ordnung  der  Integration  umgekehrt«  was 
nach  obiger  Bedingung  erlaubt  ist,  so  folgt: 


/fß 
,   1  +  ßeoBx  j        n  I         dy  .       «sin«         ^ 


>0 


t^t  0^  r»  jKr*T- 


n 


=./ 


er  Ar  i ^- j 


S>^^,^='J^. 


SfMeMl  Sir  (K  s  ^  M^  av   £  : 


*r      1>J= 


ffi«i»<  Uüiehaii^  icum  ladit   int   ffiife  der   naanaidiigi  Eaüwai 
für  i^I  int  ii 


» 


<fi«  reeibte  Skite  <Ke  bgfannte  Farmel: 

/J+tfei»#£  f        2^     2.4i*     3.4.6ir  \ 

^f--^eö#i''*^^t''  +  a3 +03+0:77  +•••*• 


^  JTM^M  iMMrkinMVerdie  Tnzufianiutfiaii  hat  naifcPEQfiBHQr  Wlackler 
■M^M/MderiMiWe^  S.I>enbcittxfiasBLderWkBerAkidaBL.Bd.lO,  p.173. 
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BezeichDet  man  die  Samme  der  Rlr  /?  <  1  convergenten  Reihe 
mit  B,  80  ist  Dach  den  Lehren  der  algebraischen  Analysis: 

^*-la.^Ä24.2-^Ä4a.2.4.6  _    arc.sin/g 

mitbin  aoch: 

(3) 

l+|co8£  2  /   ^I^^LdB^2  I  -4^-dx. 

''l-ßcoax  J   pV^|_^   *^        J    »mar 

Wendet  man  auf  das  Integrale  (1)  die  theiliveise  Integration 
an  fudv  =  uv — fväu^  mit  dv  =  dx,  so  wird: 

1+gcosar  l+/3co8tt  |        orsina;        . 

*Sl-./Jcosa:^  =  «'ßl-/3cos«  +  ^^J    l-i8«cos«ar^^' 


o 

mithin  ist  auch: 


/arc.sinj?  /*o 

arc.tg(8inatga:)  .  ,     ,    I  +  Äcos«  .  ^    I        orsinor        , 


u 


oder  für  arc.sin/?  ==  A,  sina  =  k: 

smo:  '  ^  1  — V^l— itasinZ 


/arcsinlr 
I  —  8in*lcos*;r  < 


0 


Hiernach  wird  z.  B.  für  X^=:  \n: 

(8) 


/l»  /»arcsinlr 
arcjg^tg^  .         1          •    /■    L+Vj-^*^  I      ^     ^ 
T ^^ — itj;  =  iarc.smA:lg  ; j:=r= -\-  f   — — dx 

O  u 

mid  für  ^  :=  1 : 


(6) 


Ix,  .    ,    I  a?8inar  , 

•   •    •   •   f    -; —  aa?  =  sm  A  1    i j— «^ «--  dX' 

J    smx  J    1 — sin^Acos^a: 
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V. 

Ueber  das  Gleichgewicht  zwischen  drei  Kräften. 

Von 

dem  Heransgeber, 

(Fig.  8.  Taf.  n.) 


§.  1. 

Id  der  Abhandlung  Tbl.  XLVI.  Nr.  XIII.  §.  5.  ist  bewiesen 
worden 9  dass,  wenn  drei  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  deren 
Richtungslinien  immer  in  einer  Ebene  liegen  müssen,  so  dass 
also  zwischen  drei  Kräften  Gleichgewicht  nur  dann  Statt  findcKi 
kann,  wenn  deren  Richtungslinien  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
Ebene  also  als  Ebene  der  xy  angenommen  werden  kann. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinien  dreier  in  der  Ebene  der 
acy  wirkender  Kräfte  seien  nun: 


I) 


COSOq 

^y—yo 

COS/Jo* 

x^ 

Xx 

^y- 

yi 

cos 

1«! 

COS/?|  ' 

^— 

'X^ 

_y- 

-yt 

COSO^  C0Sj?2 


oder: 


a:co8/Jo-^y  cosoo  =  ^o^os /?o— yo  cos  «o» 
2)  .   ,   .   .     l  Äcosft— ycos«!  =ariC08ft— yico»«!. 
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Nach  7)  ist: 

»0  +  «I  +  fl*  =  0, 

Mnitiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

^0  ^I  ^Ä  . 

^  '  »  » 

«0  «1  «2 

und  zieht  8ie  dann  von  einander  ab,  so  erhSit  man  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

(«0*1  —  Äo«i)  —  (ffft^o  —  ^a^o)  =  ö, 
(«1*«  — *i«2)--(«o^i  -  ^o«i)  =  0, 
(a^^o  —  ^«'o)  —  («1  ^2  —  ^1  ^2)  =  0 ; 
und  68  ist  also: 

Setzen  wir  nun 

so  wird  die  Gleichung  8): 

oder: 

G  {(^0^0— öo^o)  +  (^1^1  -  «n^i)  +  (62^2—  «2^2)}  =  0, 

und  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte 
Pq»  Pi»  ^2  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  jederzeit 
erfüllt,  weil  nach  7)  unter  dieser  Voraussetzung 

(baXo  -  Oo^o)  +  (6|^i  —  fli^i)  +  (^2^2  -  o^y^)  =  0 
ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte  Pq,  P^  P^ 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  ist  also  die  Bedingungs- 
gleicbung,  dass  ihre  drei  Richtungslinien  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  jederzeit  erfüllt,  und  die  drei  Richtungslinien  schneiden 
sich  also  unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  in  einem 
Punkte. 

Angenommen  haben  wir  jedoch,  dass  keine  der  drei  Kräfte 
Pq»  P\»  P%  verschwinde.  Verschwindet  aber  eine  dieser  drei 
Kräfte^  so  müssen  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  beiden  anderen 

Thcü  Lin.  3 


ar:iiv. 
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Moltiplicirt  man  diese  Gleichungen  zuerst  nach  der  Reibe  mit 

dann  nach  der  Reihe  mit 

*i  -  &2>        ^«  —  ^0*        ^0  —  *i ; 
nnd  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhält  man: 

—  {("0*1  -  *0fll)  +  («1*2  — *1  «2)  +  (02*0  — Vo)}^ 

=    («I  -  «2)  (*o^o  -  «oyt») 

+  (a«-ffo)(*i^i  — «i^i) 
+  (oq  —  öl)  (ätx^  —  a^^, 

—  K"0*l  -^*0Ol)  +  («1*2  — *l  «2)  +  («2*0  — *20o)}  ^ 

=         (*1  —  *2)  (*0'^«  —  «uVo) 

+  (*2— *o)(*i^i  — Oiyi) 
+  (*o  —  *i )  (*2^2  -  «2^2) ; 

also  nach  dem  Obigen: 

9) ~3GX=      («1— fl2)(*o^o-öoyo) 

+  (o2  — Oo)(*i^i  — «l^l) 

f  («ü  —  «1)  (*2^2  —  «2^2)» 

^3GY=i      (*i  -*2)(*o^o-«ojyo) 

+  (*2  — *o)(*I-2^|— «l^l) 
+  (*0— '*!  )  (*2^2  —  «2^2)  ; 

WO  bekanntlich 

10)  .     .    .      G  =  «0*1  — *0«1  =  «1*2  ~-*i02  =  fl2*o""*2<'o 

ist. 

§.5. 

Id  dem  Dreiecke  A^AiA^  wollen  wir  jetzt  Aq  als  den  Anfang 
des  Coordinatensystems  der  xtf,  die  Seite  AqAi  sIs  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  x  annehmen;  dann  ist: 

^0  =  0,        yo  =  0,        yi  =0; 

und  Xi  =  AqAx. 

Also  ist  nach  9): 

— 3G.;iC  =  Xa2'^Oo)*i^i  +  (0.0— ^jiX**^^—«^^'*)' 

—UCrr«:  (656-^6o)*l«l  +  •(*0--*l)(M2 -"  »«^2)  5 

3* 


■  l 
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weil  nun  aber  nach  7): 

(Mo  —  «»oyo)  +  (*i^i  —  «1^1 )  +  (***«  -  «ly«)  =  0 
ist,  so  ist  uDter  den  geniacbten  Voraassetzungen: 

^1^1  +(M«— fl^afi)  =  0, 
also: 

nnd  folglich,  wenn  man  dies  in  die  obigen  Ausdrucke  von  — 3GA 
und  — 3GT  einfuhrt,  wie  man  leicht  findet: 

— 3GA"=  (— 2ao  +  Oi+ai)6iJ:i, 

-  3C  F  =  (-26o  +  6i  +  6,)  6i X, ; 

also,  weil  nach  7): 

ist,  offenbar: 

11) Ä  =  ?ö^^'.       r  =  ^*^^'. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

Ho^i  =  PoPiCosttoCOs^i,         b^bi  =  Po^i  cos/^o^^^^l^ 
und  ^ 

G  :=  ao6|  —  h^Qi  :=  Po'^(^<^*  a^cosft  —  cos  /^o^^s  ''i)» 
also  ist: 


12) 


y COS  gp  COS  ßi 

\    ^  COSOoCOSf^i — cos/^o^^s^i     *' 

I    V cosgocos^t  . 

COSOoCOSPi — cos  Po  cos  0|      ■ 


folglich : 

13) A":  r  =  coso^^rcosfti 

und 

14).  .  .  .Ä«+r«  =  , ^^^^^^  , r^^n«. 

(cos  Cj,  cos  Pi  —  cos  Po  cos  0|  )*     ■ 

Bezeichnet  man  durch  a^,  a| ,  o^  die  Winkel,  welche  die 
positiven  Theile  der  Richtungslinien  der  Kralle  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  einscbliessen,   indem  man   diese  Winkel 
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Weil  aber  a:|,  0  die  primitiven  Coordinaten  yon  Ai  sind,  so  ist 
nach  der  Lehrtf  von  der  Verirandlung  der  Coordinaten: 

also : 

folglich  nach  dem  Vorhergehähden: 

X — aci  =  El  cos  «1 ,         F  =  jBi  sin  a^ . 

Legen  wir  durch  A^  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme 
der  xy  paralleles  Coordinatensystem  der  x^y"^  und  bezeichnen 
in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  S  durch 
Jt",   F";  so  ist: 

X"  =.  E^  cos 02»         ^"  =  £2  sin  «3. 

Weil  aber  x^^y  y^  die  primitiven  Coordinaten   von  A^  sind,  so  ist 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

x^x^^x\      F=y2+^'"; 

also: 

X"  =  ^-a;2,         F"=  F-y^; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

X — x^  =  E^co^a^i        F — ^2  ==^  -ß^s*"^* 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  bekanntlich: 

X  =  \{xx  +  0:2),        F  =  i^2; 
also: 

X'-Xx  =  i(^2  —  2ari),  F  =  iya ; 

X— ar2  ==  *(a:i  —  2ara),         I^— ^a  —  -  ly« ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 


rn«/^    _^l+^2 

«Sn»     —     3'«    . 

cos«o-     31^^    > 

8,n«o-3£;^. 

ar«  —  2a?i 

«'"«•=3£,' 

2y, 
«">«.  =  -3£,- 

Wf9^. 
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Weil   nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  Pq,  Pi,  P«  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  ist: 

PqCOSOq  +  Pi  COSCfi  +  P^coso^  =  0, 

Pq sin ckq  4-  Pi  sin 0|  -f  /\sin  02  =  0; 
also : 

Po(cosoo8inos — sin o^ cos 02)  -h  Pi  (cos a|  sin 02 — sin«]  coso^)  =0* 
Po(GOSo^sina| — sinixocosa|)-|-  PsCcosoasincri — sincfscosai)  =  0; 

oder: 

PoSin(aa— «0)— ^i8>n(«i  — «»)  =  0, 

P^sin  (ccq  —  «,)  —  Pjsin  (a^  —  Oj)  =  0 ; 
folglich : 

Po       ^       A Pt__^ 

sin  (a|  —  1x2)       s'*"  (**«  —  «0)       8>"  (^)  —  «i)* 
Nan  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

sin  (Oq — tti )  :=      sin  Oq  cos  a|  —  cos  a^ sin  cti 
_      ya  (^t  -  2a?i )  -  (art  +  a?2)yg 

sin  («1  —  CK))  =      sin  0|  cos  a^ — cos  iX|  sin  a^ 

_      ya(^i  ~  ^ar^)  +  ^(jr^— ^ar^jy^ 

OJD|  Jc«2 

sin  (oa  -^  tto)  =      '»■n  c^  cos  ag — cos  (Xa  si'^  ^ 

_      —  2ya(a:t  +arg)  — (ar,  —  2a:a)ya 
""  öfiai^^o 

_._  ^ly*  . 

also  nach  den  obigen  Gleichungen  offenbar: 

PqEiE^  =  PiEJEq  =  Pa£o£|« 
und  folglich»  wenn  man  mit  EqEiE^  dividirt: 

Ef)      El      Uj 
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Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  aber 
unmittelbar  der  folgende  Satz' 

Wenn  in  dem  Schwerpunkte  <S  eines  Dreiecks  AqAiA^ 
drei  Kräfte  wirken,  deren  Richtungslinien  durch  die 
Spitzen  Aq»  Ai,  A^  dieses  Dreiecks  gehen;  so  wird  das 
Gleichgewicht  zwischen  diesen  drei  Kräften  dadurch 
nothwendig  und  vollständig  bedingt^  dass  diese  drei 
Kräfte  sich  zu  einander  wie  die  Entfernungen  <S^o»  ^^i> 
SA2  des  Schwerpunkts  S  von  den  drei  Spitzen  des 
Dreiecks  verhalten. 


VI, 

Ueber  das  Gleichgewicht  zwischen  vier  in  einer 

Ebene  wirkenden  Kräften. 

Von 

dem  Herausgeber. 

(Fig.  8.  Taf.  n.) 


§.   1. 

Vier  in  einer  Ebene,  die  wir  als  Ebene  der  rechtwinkligen 
xy  annehmen,  liegende  Punkte  seien 

A^p       Alf        A^y        A^\ 

die  Coordinaten  dieser  Punkte  seien  beziehungsweise: 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte 

Aq,        Ai,        A%,        A^ 


^■■»■^r»!  •     '• 
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gebenden  Riehtungslinien  (m.  s.  hier  und  überall  im  Folgenden 
meine  Abhandlung  über  die  Gruodlebren  der  Statik  in  Tbl.  XLVI. 
Nr.  XIIL)  von  vier  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  wirkenden 
Kräfte  seien: 

COSCTo  C08/?o  ' 


1) 


oder: 


2) 


C0SIX|  C0S|?| 

coscTs        eosj?2  ' 

cos  1X3  COSj^s 


(x—Xq)  cos  /Jo  =  (iy — yo)  cos  a^, 
(a:— a:i)cos/3i  =  (y— yi)co8ai, 
(a;— a:a)cos/5j4  =  (y  — ya)cosa2, 
(:i?  — a:3)cosj53  =  (y— y3)cosa3. 


Die  in  diesen  Riehtungslinien  wirkenden  Kräfte,  die  bekannt- 
lich als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden,  jenachdem 
sie  nach  den  positiven  oder  negativen  Riebtungen,  welche  be- 
kanntlich  durch  die  Winkel 

«0»  ßo'y    «i*  ft;    «»»  ß^>    «3>  ßn 
und: 

I8OO— «0»  I8OO— /?o;     180«— «1,  I8OO— ft;     1800-ajg,  1800—/?.; 

I8OO— «3,  I8OO-/J3 

bestimmt  werden,  wirken,  seien  beziehungsweise: 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  nach  Tbl.  XLVI.  Nr.  XIIL 
§.  IL  die  nothwendigen  Bedingungsgleichungen  fOr  den  Zustand 
des  Gleichgewichts  dieser  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  wir- 
kenden Kräfte: 

SPcoaa  fis 0,    SPcoaß  =  0,    SPixwnß—yaoBa)  =  0. 


Q 


■i-  ^ 


*« 


•  •  " 


^  -'»•1 


Orffar 


""^•^     •  /-i^    M 


#.  aP. 


=  0 


,       ,^  K*J*   *le*<».»,.„  ih:i^„e  -»VA  im  Gleicbgcj^iahi.  blanden, 

4) 

5) 
#V<^  *^>  f  f\  <'^«i  +  Ptcosa^  +  /^scosttg  =  0, 

'  o(J^«  cos  A»  —  yo  cos  «o) 
#*,  (jTi  COS  ft  — yi  cos  «i) 

#\(jrt  cos  ß^ — ^a  cos  a^ 
Pti^9  c<>s  1^8  -^yz  cos  aj) 

Sun. 

Wenn  nun  twischen  vier  beliebigen  Grössen 

Ä",        y,        2,        u 
die  drei  Gleichungen: 

üix  +  Ai^  +  CfZ  +  «?iM  =  0, 

Statt  finden,  so  folgt  aus  diesen  drei  Gleichungen,  i^enn  X  einen 
beliebigen  Factor  bezeichnet: 

o  ,Xa:-\-  b  .  Ay  +  c  .kz-^-d  .  A?/  =  0, 
QiAx-i-bi.  ky  ^-  Ci .  Az  +  rfi .  Am  =  0, 

und     multiplicirt    man     nun    diese    drei    Gleichungen     nach    der 
Reihe  mit 

bi  c^ — Ci  b^i  b^c — c^b,  bcx  —  cbi ; 
Ci  a^ — «1  c^,  c^a  '^  a^jCf  cai  —  aci ; 
«1 62  —  bi  «2»        fl«^ """  ^2^5        ^^1  —  ^^1 5 
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§.2. 
Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  vier  Kräfte 

in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  sich  im  Gleichgewichte  befinden, 
b6  finden  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  Gleichungen: 

4) 
SPcosa  =  0,     i:Pcosßz=i  0,     -SP(a;cos/3— ycos«)  =  0; 

also  die  Gleichungen: 

8) 
Pfi  COS  «0  +  ^1  cos  «1  +  Pa  cos  ^2  +  Pg  cos  1X3  =  0, 

PQCoaßo  +  Pi cosft  I- P^cosß^  +  P^cosß^  =  0, 

Po(^o  cos  ßo  —  yo  cos  «o) 
P, (xi  cos  ßi  — yi  cos  Ofi)      ^  ^ 
p2(^2  cos  j^a — ^2  cos  «a) 
PsC^s  cos  j?3  — .vs  cos  a3) 
Statt. 

Wenn  nun  zwischen  vier  beliebigen  Grossen 

X,        y,        2,        u 

die  drei  Gleichungen : 

ax-{-by  +  cz-i-du=^09 
aix  +  hiy  +  Ciz  +  rfiM  =  0, 
a^x  +  62^  +  c^i  +  «?^M  ~  0 

Statt  finden,  so  folgt  aus  diesen  drei  Gleichungen,  wenn  X  einen 
beliebigen  Factor  bezeichnet: 

a  uXx-{-b  . Ay  +  c  ,Xz-{-d  . A?/  =  0, 
a^ .  Ao:  -f-  6| .  A^  -f-  Ci .  Az  -f  <^i  •  Ate  =  0, 
a^.'kx  -{■  b^,Xy  ■{■  c^,Xz  -\'  d^,Xu  =  0; 

und     multiplicirt    man    nun    diese    drei    Gleichungen    nach    der 
Reihe  mit 

^1  Ca — Ci  6a,        b^c — cji^        bci  —  cbi ; 

Ci  fla — öl  <^a>       ^«ö ' —  ^2p9       ^^1  —  ^^1 ' 
«1 6a — 6|  02»       ^4^  "~  ^«^5        ^^i  —  ^^1 5 
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COS  Oo>  cos  ßo ;    cos  0| ,  cos  ßi ;    cos  «2»  ^^^  ßi  9    cos  1x3,  cos  ß^ 

beziehungsweise : 

cos  cCq,  sin  »0 ;    cos  »1,  sin  «i ;    cos  or^,  sin  or2 ;    cos  »3,  sinaj 

setzen»  wodurch  die  obigen  Bedingungsgleichungen  6)  die  folgende 
Gestalt  erhalten: 


+  s 

+  8 

kPl  =  S 
+  8 
+  S 

AP2=  8 
+  8 

+  8 

AP3=  S 
+  8 
+  8 


7) 

n(ai— a3)(ar2  8 
n(a2— a|)(*88 

n(a2— a3)(:roS 
n(«8  — «o)('^»8 
n  («0—^2)  (^8  8 

n(a3— ai)(aroS 
n(«o  — a3)(^i8 
n(ai— ao)(^8  8 

n(«i-«2)(^o8 
n(ff2 — ci;0)(»rxS 

n(ao— «i)(a:28 


nttj  — ^icosoi) 

n«2 — y2Coscf2) 
»«3— yacosttg), 

n«o— yocosoo) 

n  «2—^2  cos  «2) 
n  «8—^8  cos  «a), 

n«o— yoCO8  0fo) 
n«! — ^icos0|) 

»«8—^3  cos «b), 

n«o— ^ocostto) 
n«! — ^iCostt|) 

na2 — y2C0S«2). 


§.3. 

Nehmen  wir  jetzt  die  als  von 

-"0»        ^i>        ^2«        ^3 
ausgehend  gedachten  Geraden 

-^0^1»  ^\^%9  ^2^3»  -^3^0 

als  die  positiven  Richtungen  der  Richtungslinien  der  Kräfte 

«O  '1»  *2*  P3 

an;  so  ist  nach  2)  offenbar: 

(jTi  -  Xq)  cos  /Jo  =  (^1  — .Vo)  cos  «0» 
(ar2-a:,)cosft  =  (^2— yi)cosori, 
(a^a  —  0:2)  cos  ß^  =  (^8  — ^2)  cos  «2, 
(aro-a:3)cosj58  =  (yo  — y3)cosa3; 


!iHff 
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oder,  wenn  man  die  zweite  Bestimmungsweise  der  positiven  Rieh« 
tangen  der  Richtungslinien  der  Kräfte  gebraucht: 

II) 

iPf^  =  r23  sin  («2  ^  «i)  sin  («3  —  Oj), 
^^1  =  »"sosinCaa  — a3)sin(ao  — «3), 
APj  =  — roi  sin  («3  —  ofo)  sin  (a,  -  «o). 

^Ps  =  — n««»«  («1  —  «o)  8>n  («« — «i) ; 


-oder: 


12) 
XPff  =      r23  sin  (a^  —  «3)  sin  (a,  —  a^)» 

APi  =— •r3osin(a3  — cifo)sin(cfa  — «3), 

APj  =      roi  sin («o—  ai)sin  («3  —  00), 

XP9  =  — r,2sin(ai— a2)sin(ao  — «i). 


Wenn  die  Kräfte 


^  ^0»        ^u 


2» 


3 


im  Gleichgewichte   und   also  die  vorstehenden  Gleichungen  erfüllt 
sind,  so  isty  wie  aus  denselben  sogleich  folgt: 


0 


ra3    s 


^1 


»•so    '^ 
s 


13) 


/\  roi  '  s 

Pz  r,a's 


^8 


r,a   s 


^22    8 

und  es  findet  dann  also  jederzeit  d 


n(a,  — 02) 


n(«8  -«0)' 
n  («2  —  «3) 


n  («3  -■  «0) 


n(of,  —«2)' 


n(«a-as)' 

e  merkwürdige  Gleichung: 


14). 
oder: 


fi>fit *'01^23 

^1  ^8         **12*'80 


Iß) r,4r8o.Po^2  — »•oi»*«8-^i^3> 

oder  die  Proportion : 

16) PoP2-'*1^8  =*'01»'28'»'12»*80» 
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oder: 

Statt. 


§.5. 

Wir  wollen  jetzt  die  als  von  Aq  ausgebend  gedachte  Gerade 
AqAi  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ai  annehmen«  und  in 
den  nachher  zur  Betrachtung  kommenden  Figuren  die  Winkel 
fXQy  c^i»  ^9  c^3  ^on  AqAi  an  nach  oben  hin  zählen. 

In  dem  Vierecke  AqAiA^A^  in  Fig.  3.«  dessen  innere  Winkel 
wir  durch  Aq,  Ai,  A^  A^  bezeichnen  wollen,  ist  oflfenbar: 

«0  =  0, 

tt^=i  Ai+A^, 

«3  =  1800-210; 


also  : 


und: 


folglich : 


aa-«s=      ^0  +  ^1  +  ^2-1800=1800-^8, 
«3-00=       180O— .4o, 
«o—ai  =  -180O— .^1, 
tfi-«a=      1800— .^a 

«1— «8=      1800— ^a, 

«a-«3=      i4o  +  ^i  +  ^a-180o  =  180o-.^8, 

«3-«o=       1800-^0, 
«0-«!  =— 1800—2^1 ; 

sin  («2 — «3)  =  sin  2^3, 
sin  («3  —  «0)  =  sin  A^, 
sin  («0  —  «1)  =  sin  Ai , 
sin  («1  — «2)  =  sin  A^ 


und: 
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sin  («1  —  oj)  =  sin  A^, 
8in(aa— «3)  =  sinA^, 

8in(aa  — «o)  =  sidAq, 
8in(ao  <-  «i)  :=  sin  il|. 

WSren  die  Geraden  AqAi  und  A^A^  einander  parallel «  so 
w&re  offenbar  o^  =  180®  zu  setzen ,  und  da  nun  in  diesem  Falle 
-^1  -f-  ^s  =  130^  ist,  80  ist  auch  jetzt  wie  oben  a^  =  il|  -f  ^t»  und 
es  wird  also  in  den  obigen  Schlössen  durchaus  nichts  geändert. 

Also  sind  nach  12)  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts : 

APo  =  Vss  s'"i  -^a  fi*>°  ^9> 
IPi  =  —-r^a^mA^ain  Aq, 
XP%  =  roi  sin  ^o  sin  Ai , 
APs  =  —  r|2  sin  Ai  sin  ^4^. 

In  dem  Vierecke  Aq,  Ai,  A^,  A^  in  Fig.  4.,  dessen  innere 
Winkel  wir  wieder  durch  A^j  Ai,  A^,  A^  bezeichnen  wollen  9  ist 
offenbar : 

«6  =  0» 

«1  =  1800+^1, 

«,  =  3800— (^o— 180»)  =  540«- ^o; 


also: 


lUdd: 


«,-«3  =      i^o  +  ^i  +^*-540o  =  -I8OO-2I8. 

«8  — «0=      640«— i4o» 
oo— «i  =  -1800-i<i, 

«1— «,=      ISO^'-A^ 

Ol— «^=r     180«—^«, 

0,-«,=:      ilo+^i +  ^2-540«=  -ISfP^A^, 

c%— «5=      540«— ilo» 

1^— «i  =  — 180«— ili; 


folglich: 
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S 
S 

s 

s 


und: 


n(a3— cxo)  =sin^o» 
n(<XQ — «i)  =  sin^i, 
n  («i  —  »2)  =  sin  /I2 


sin  («1  —  «a)  =  sin  A^, 

sin  («a  —  «3)  =  sin  ^Ij, 

sin  («3  —  «o)  =  sin  ^0» 

sin(ao  —  ^^i)  =  sin  2^1. 

Also  sind  nach  12)  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts : 

XPq  =      r23  sin  A^sin  A^, 

XPx  = — r3osin^3  6in^O' 
AP2  =  '*oi  sin  AQs\n  A^ , 
KP^  =  — ri  2  sin  2^1  sin  ^2* 

In  dem  Vierecke  AqAiA^A^  in  Fig.  5.  seien  an  den  Punkten 
Jo»  -^i»  -^«>  -^8  <^'"®  concaven  Winkel  Aq',  Ai,  A^,  A^\  wo  dann 
offenbar : 

Aq    +  /i8    ^^  Ai    +  <^2  » 

also: 


ist. 


Es  ist  nun  in  diesem  Falle: 


also: 


«0  =  0, 

«1  =  1800  +  A^', 

«,=  ^,'+4a', 

«,=  180"+.4o'; 

«a— «%  = 

-1800-.A'  +  ^i'  +  ^«' 

«%-«o  = 

I80o+^„', 

«0— «I  = 

-180»-^,', 

«1— «*  = 

ISO" -.4»' 

=  -180« +.4,'. 
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undr 


«1— «a=   180«  — ^a', 

«,  -  a^  =  -  180O- ^o' +  ^i' +  ^i' =  -  I80O  + ^s', 
0^-06=   1800  +  4,', 


folglich : 

8111(02  —  03)  =  —810  4'* 

sin  (og  —  oo)  =  -  sin  A^\ 
810(0^  — 0|)  =      8in4'» 

sin  (o|  —  Of)  =      sin  A% 
und: 

sin  (oi  —  oj)  =      sin  A^\ 

sin  (o^  —  og)  =  —sin  4'» 
sin  {ct^-^OQ)  =^  —  sin  A^^ 
sin(oo  — Oi)=      sin  4'* 

Also  sind   nach  12)  die  Bedingungsgleichungen    des  Gleich- 
gewichts : 


ilPo  =  ^T^BmA^  % 
IPx  =  — rgosin  A^*  % 
APj  =  — roi  sin  A^  ^ 
kP^  =  —  ria  sin  Ai  s 
Verstehen  wir  aber  unter 


'o> 


Alf        A^, 


nAi\ 
nA^\ 

An 


die 


convexen^    concaven>    concaven,    convexen 
Winkel  an  den  eben  so  bezeichneten  Punkten,  so  ist  för 

beziehungsweise  zu  setzen: 

3600—^0,        ^1,        ^2»        360O-4; 
also  für: 

sin^o^        8ini4|',        B\nA^\        sin  4' 
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beziehungsweise : 

— sin  ^0»        sin  Ai ,        sin  A^,        —  sin  A^ ; 
und  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  sind  folglich: 

KPq  =      ras  8**"  ^asin  A^ , 

kPi  =  — rsosin/lgsin^o, 

APa  ==      roisin^osin^^i, 

IP^  =  — ria  sin  Ai  sin  A^* 

Hiernach  sind  also  in  allen  Fällen  mit  völliger  Allgemeinheit 
die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  unter  den  vorher 
gemachten  Voraussetzungen: 

^,  kPQ=  rassin^a^i'^^s» 
XPi  =  —  rso Sintis  sin ^o> 
IP^  =  Tqi  sin  Afi  sin  Ai , 
XP^  =  — Tiasin  Ai  sin^la* 

Aus  diesen  merkwürdigen  Gleichungen  folgt,  wenn  zwischen 
den  Kräften  Pq,  P^,  P^  P^  Gleichgewicht  Statt  findet,  und  diese 
Gleichungen  also  erfüllt  sind: 

X'^PqP^  =  TQir^  sin  AgSin  Ai  sin  A^s'in  A^ , 

k^Pi  P3  =  riarsosin ^losin  Ai  sin  A2S\n  A^ ; 

folglich,  wie  schon  in  14)  gefunden: 

A^8  »•l2*'80 


§.6. 

Wenn  das  Viereck  AqAiA^A^  ein  Parallelogramm  ist,  so  ist 
Aq  =  A^  und  i^i  =  ^8,  so  wie  roi  =  ras  und  rja  =  rao-  Also 
sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts: 


ilPo  =  roisin^^oS 
XPi  =  — ri2  8inAo6 
kP%=z  roisin^o^ 
IPs  =  — riasin  AqB 


nAi, 
üAi, 
nAi, 
uAi; 
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also^  wenn  v  erneu  gewissen  Factor  bezeichnet: 


19) 


vPo  =  vP^  = 


Weno  das  Viereck   AqAiA^A^  ein   gewöhnliches   Trapezium 
mit  den  parallelen  Seiten  AqAi  und  A^A^  ist^  so  ist 

^0  +  ^8  =  1800,        Ai+A^  =  180O; 
also: 

sin  A^  =  sin  Aq,        sin  ^^  =  ^^^  ^i ' 

folglich  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts: 

XPq  =      r^  sin  /f  5  sin  2^1 , 

XPi  =  —  rao  sin  Aq  sin  i^o » 
20) 

XP^  =      roi  sin  Aq  sin  ^| , 

AP3  =  — ri2  sin  2^1  sin  Ai. 

Wenn  sich  um  das  Viereck  AqAiA^A^  ein  Kreis  beschreiben 
lässt,  so  ist: 

Ao  +  A^=z  180^        Ai+Aj,-im>; 
also: 

sin^  =  sinilo,        sin  ^3  =  sin  ^1; 

folglich  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts: 

XPq  =:      r23  sin  Aq  sin  Ai , 

AP.  = — rsosin^o^'i"-^!' 

21) 

XP^  =      Vqi  sin  2^0  sin  Ai , 

XP^  =  — Vi^sinAQBinAi; 
oder : 

22)....  vPo  =  ra8,    vA  =  — rso,    vP,  =  roi,    vP,  =  —  rja; 
oder: 

23) Po'Pi'P^'-Pz^  ^^'—no'^oi'^n2l 

oder: 

24) Po:— -Pi:Pa'.— ^8  =»•Ä8S»•soJ»•ol•»•l«• 
Nach   einem   bekannten    geometrischen   Satze  ist   in   diesem 
Falle: 
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AqA^»  ^i-"s  ^^  "0^1  •■"8"o  T  AiA^»  A%A^iAqAi  ,  AiA^-\-  A^A^*  A^Aqp 

also: 

oder: 

«   «      "    »       »-28       »-Ol    r^s       »-Ol 

Sind  nun  die  Kräfte  Pq»  ^i>  ^2»  ^3  unter  einander  inl 
Gleichgewichte,  so  finden  die  Gleichungen  21)  oder  22)  Statt» 
und  es  ist  also: 

^80 ^ 

»"28  ^0 

*'l2_  ^ 

»•oi  P^  * 

?|l2_.  ^ 

»•28  ^o' 

''30  P\  . 

—  =  —  p-  , 

"^01  ^2 

also  nach  dem  Obigen: 

25) ^0^2*  '^i'^3^ö"  +  'ir''ö"  +  Tr 

'O  ^2     'O  ^2 

oder: 

26).     .     .     .     ^o^2-^1^8  =  ^1^2  +  ^0^3:^2^3  +  ^oA- 

Ferner  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  ptolemäischen  Satze: 

AqA^.  AiA^  =  AqAi  .  A%A^  +  AiA^.  A^Aq, 
also : 

2^0^2*'^l'^8  =  **01*'24+*'l2^30' 

Sind  nun  die  Kräfte  Pq,  Pi,  P2»  ^3  unter  einander  im  Gleich- 
gewichte, so  finden  für  ein  gewisses  v  die  Gleichungen  22)  Statt, 
und  es  ist  also  für  dieses  v: 

»'0l»'28  =  V*^o''2>  na»*30  =  V^PlPs'j 

also  nach  dem  Ohigen: 

27) AoA^.A.A^  :=^  v^(PoP2  +  PiPz) 

oder: 

28) 4odlt.4L^=p^p^^p^p^. 
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wird.  Ist  O  ein  leucbt'ender  Punkt  and  OC  ein  einfallender 
Strahl,  80  sei  CE  die  Richtung  des  gebrochenen,  welche  nach 
abwärts  verlängert,  die  ebenfalls  verlängerte  Normale  OA  in  B 
trifft.  Hat  man  nun  Anfangs  r«  || /25  eingestellt,  so  ist  das  Er* 
gebniss  dasselbe,  wie  bei  einem  Medium »  das  von  parallelen 
Ebenen  eingeschlossen  ist. 

Lässt  man  aber  das  in  E  errichtete  Einfallsloth  Ey  um  die 
Richtung  des  gebrochenen  Strahles  BE  in  der  Art  rotiren,  dass 
es  den  Mantel  eines  Kegels  beschreibt,  was  durch  eine  ent* 
sprechende  Drehung  des  kleineren  Gefässes  ermöglicht  wird,  so 
wird  die  zwischen  den  beiden  Böden  enthaltene  Flüssigkeit  schon 
ein  Prisma  vorstellen,  dessen  brechender  Winkel  nach  Massgabe 
der  Drehung  verschiedene  Grössen  annehmen  wird.  Da  wir 
hier  zuerst  rs  ||  RS  angenommen ,  so  ist  y  ^=^  ß  und  die  letzte 
Formel  geht  für  diesen  speziellen  Fall  in  die  folgende  über: 

cos  n  =  cos  ^ß  +  sin  */5cos  P, 


Thefl  LUL 
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4.    Parabole.    L'öquation  Y*  =  2p X  etant  celle  de  la  para- 
boie«  les  qaatre  relations  de  conditioD  seront 

yf  =  P(^  +  ^"),  y"*  =  2pa:" ; 

dont  les  deuz  premieres  donnent  par  soustraction 

(3) y(y-y')-p(^~^')  =  0, 

pendant  que  la  troisi^me  peut  s'öcrire 

(4) 2y'(y-y')-2p(a:-a:0  =  (y'-y")«. 

R^solvant  (3)  et  (4)  par  rapport  k  x — x\  y-^y',  on  obtient 


jf 


^-^  _ y—y  _  y  —y 
y'  p  2p    ' 

d'oü  00  tire 


V  jz  -x')*  +  (y  -y')*  _jf"-y' 
V  y'»  +  p*  2p     ' 

et,  par  suite,  en  valeur  absolue,  comme  au  n**  I, 

^'"•^ N'-^  N''-^     2p    ' 

5.     Les  quantitäs  x,  y  ätant  les  coordonnees  de  rintersection 
des  deux  tangentes«  y',  y^'  sont  les  racines  de  requation 

2^^2yz+2px=:0, 
de  Sorte  que 

y— y  =  2Vy^'-2px. 
Nous  avons  donc  aussi 

y'_  T"       ^ry^^2px 
^^^'^ N'^^N""^         p         ' 

d'oü 

(V.) siny 


Vy^—2px  +  p^' 


6.    Anyle  des  deux  tangentes.    P  Ellipse.    Reprösen- 
tons  par  m  le  eoefficient  angulaire  de  Tune  d'elles.    Nous  avons 


y  =  mx±  Va«m*  +  6*, 
d'oü 


pf^v  »:'*';'=- 


issues  (Tun  mime  point  9S 

Ott  bien 

(5) (j:«  —  ö*)iii«  -  2arym  +  y«  —  6«  =  0. 

On  en  tire 

(ö) '^  =  - ^^- 

pour    les    Taleurs    des    coefficients    angulaires   m',  m"  des  deux 
tangentes. 


m'  —  m" 


Paisque 

•t  que,  d'apr^s  (6)  et  (5) 

„      2V^oV +  *'«'  — «**•  ,    »      »•— *• 

«»'-'»''  = ^IZ^ä '  »» "»   =  55=p' 

ii  vient  de  suite 

(VL) taiigy=      ^2  +  ^2, ^^_^a    ' 

2^  Hyperbel e.    On  trouve  de  m^me 


3^  Parabole.    Neus  avons 

on 

2anii*—  2^m  +  p  =  0 ; 

d'oü  on  tire 


2a: 


et,  par  suite» 


W     .^..      2Wy^-2px  ^,^u^P_. 

m^m   = ^ ,  mm   =  ^, 

dODC 

(V"l.) «"!»='-^S^- 
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X. 

Surface  da  quadrilatere  compris  entre  les  deux 
tangentes   men^es  du  point   {x^  y)  k  une  conique   k 
centre,  et  les  deux  droites  qui  joignent  le  centre  aux 

points  de  contact. 

Par 

Monsieur  Georges  Doator^ 

Doctor  ^s  Sciences 
Frofesseur    de    math^matiques   k    Paris. 


L  aire  de  ce  quadrilatere^  pour  l'ellipse  rapportöe  ä  ses  axes 
2«,  26,  est 

1.     Soient  x',  y*  les  coordonnees  du  point  de  contact  M^  de 
la  taiigente 

(1) Y  =zmXA-'>r^hi^T^ 

k  Tellipse 

(2) a2F«  +  6«jr2  — a«6«  =  0, 

qui  est  menöe  par  le  point  P,  (x,  y);  de  sorte  que 

y  =:Tnx  +  Va^m^  +  6^  y'  =  mx'  +  V  ahn^  +  6«, 


d*oü 

0?  — j:' 


(3) m  =  2 — y. 


poüa  (x,  y)  ä  une  conique  ä  cetUre,  et  les  deux  droües  quijoignent  le  cerUre  etc.    97 

de  m^me  la  tangente  conpe  OB  au  point  B  dont  les  coordon* 
o^es  soDt 


par  soite  le  triangle 


Od  a  doDCy  en  multipliant, 

(V.) AMOxB«0  =  {^^y^(^^y, 

a  et  b  ^tant  les  denx   demi-axes  de  Fellipse.     Ce  qu'il  fallait 
d^montrer. 

6.  Tan^entes  paraUilea.  Soient  P',  (ar',  y');  P".  (a:",  y") 
les  points  oü  la  tangente  en  M,  (x,  y)  reucontre  deux  tangentes 
paralleles;  les  droites 


OP'  ou  F=^2:, 

x' 

OP"  DU  Y  =  K,X 

X 

seront  deux  diam^tres  conjuguäs,  de  sorte  qne 

ou 

(5) ayy'  +  Ä«arV  =  a 

Iä^r  deox  triangles  P'MO,  P"MO  ayant  poar  moyen  proper- 

tionnel  -j^ »  il  vient»  en  vertu  de  (I.)  et  de  (V.) 

ou 

(6) a«y  «f  *«a:  «_  «Y»  +  6%'«-o»6«- 

Räsolrant  les  denx  ^qaations  (5)  et  (6),  on  troave 

poor  les  eoordonnöes  d6  P''  en  valeur  de  celles  de  P'. 
Theü  Lm.  7 


■."■."-»«•i.  ■ 


rdtUtueiäeni  cmx  tangenieg  üsues  cfvn  mime  point.  99 

^^  (^9  y)  l6  point  d'intersection  des  deux  taigeDte«;  et 
soient  (x',  y'),  (as",  y")  lears  poimts  de  contact.  L'(§qaation  im  Ta 
parabole  ^tant  Y^isi2pXt  dous  avon«  les  quatre  relations  de 
conditioD 

qui,  prises  deax  ä  deux»  donnent 

,"«— (ar  +  a:")*""^"' 
1^  Par  cette  deroidre  ^galitö  on  obtient 

x^x'  -cd')  SS  »'V— «V*  =  a?VV— «")> 
d'ou  on  tire 

(1.) ar  =  V7S^. 

2^  D'apr^s  cela,  on  a 

_  2par^  +  2pa?  _  "hpx'  +  ST^' .  ^H^'  _  v'^-J-y'y" 

c'esl-JHilre 

(n.) »=*^- 

2.  Soient  (ar',  yO»  («">  ?")>  (^>  y")  I«»  poiots  de  contact  de 
trois  tangentes  ä  la  parabole,  et  {x^,  y^),  {x^,  y^,  (xi,  tfi)  les 
points  d'iotersection  nutoelle  de  ces  tangentes.  Par  le  thöor^me 
prMdent  nous  avong 

xt  =  V^^.  2y,  =  y"  +  f, 

X,  «  ViV',  2ya  =  y  +  y"; 

m 

moltipiiant  verticalement  les  trois  premidres  ögalitäs,  et  ajotitant 
de  mtoe  les  trois  dernieres,  on  obtient 

(III.) XiX^x^  =  a;  W", 

a^') yi+y«+y3  =  y'+y'+/'; 

dooc 
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Corollalre*  Lorsque  trois  tangentes  soDt  meiiöei 
ä  la  parabole 

P  le  prodait  des  abscisses  de  lears  trois  pointsd'ln 
tersectioD  est  ^gal  au  produit  des  abscisses  de  lenn 
points  de  contact; 

2^  ia  somme  des  ordonn^es  de  ces  points  d'inter- 
section  est  ^gale  ä  ia  somme  des  ordono^es  de  ieora 
points  de  contact. 


XII. 

Sarface  da  triangle  compris  entre  les  deux  droites 

qui  joignent  un  point  qaelconque  du  plan  ä  deux 

points  arbitraires  de  Ia  parabole. 

Par 

Monsieur  Georges  Postqr^ 

Doctear  bs  sciences 
Frofessenr   de   math^matiques   k   Paris. 


1.  Soit  la  parabole  y^ — 2px  =  0,  dont  le  sommet  est  en  O, 
le  foyer  en  F,  le  pted  de  la  directrice  en  />.  Consid^rons  sur  la 
courbe  deux  points  M',  ilf"  dont  les  coordonnäes  sont  x\  y'  et 
^"s  y"\  et  däsignons  par  x^  y  les  coordonnöes  du  p6le  P  de  la 
corde  M'M'\ 

De  cette  sorte  od  a 

(a) 2f'«  =  2par',  y'«  =  2/?a;"; 


(b)  .   .   .   .    .y  =  ^-2 — »  xrs  \  xaf  ="2^' 


•    -  t  •  .    i      •  •  ••     '► 


Surfaee  da  triangie  formtf  par  les  droiie»  jöignant 
le  sommet  ä  deax  points  de  ia  paraboie: 

(3).   .   .   .    OM'M"=^''^f^^'^  =  a?V^y*--2jiar> 

4^  Les  valeurs  «  =  ^9  j3  s=  0  foarnissent  poatr  Ia 

Surfaee  da  triangie  compris  eotre  les  droites  qoi 
joignent  le  foyer  ä  deax  point«  de  Ia  parabole: 

5®  Enfin  si  Ton  pose  a  =  — ^ »  /3  =  0«  00  a  poor  Im 

Surfaee  du  triangie  compris  entre  les  droites  qai 
joignent  le  pied  de  Ia  directriee  h  deux  points  de  Ia 
parabole: 


(5) 


....DMM''  =  (y-^^W-yyO ^  ,^2^_^j^^.-^,3^ 


6^  Admettons  en  particulier«  que  Ia  corde  M'M"  passe  par 
le  foyer  F;  Texpression  (4)  donne 


ce  qui  ehange  nos  r^sultats  dans  les  suivants: 

r 

Les  valeurs  (1)  et  (2)  fönt  Toir  que 

La  surfaee  du  triangie  inscrit  est  egal  aa  prodait 
des   differences    entr^    les    ordonn^es    des^    sonrnt^ts» 


I 


E*T^ 


Ligowshi:   Zur  Beduetion  der  MotMUttuuetL  10) 

prise«    denz   k   deax,    divisö    par   quatre  fold   Id  ptt* 
ramötre. 

La  surface  da  triangle  formö  par  une  corde  et  le 
p6Ie  de  cette  corde«  est  ^gaie  aa  cube  de  la  demi- 
diff^rence  entre  les  ordonD^ee  des  eztrömitös  de  la 
corde,  divis^  par  le  paramötre. 


Zar  Redoction  der  Bf  onddistaazen. 
Die  Bestimmimg  der  Distanz  durch  die  Tangente  der 

halben  Distanz. 

Von 

Herrn  Prot  Dr.  Ligowaki^ 

an  der  KönigL  Marineschnle  in  EieL 


-*i«k«»dk 


Nach  den  von  mir  auf  Seite  374  des  61.  Baodes  gebrauchten 
Bezeichnongen  ist: 

I) eosil  =  cos^f  — 2cosm  cos«  sin 5  > 

y« 
2) COSdi  =  cos  zf| — 2cOSIIt|COSl|8iD5   • 

Ans  1): 

,   y*       cos^— cos<2      B\n\{d-\-^B\n\(d'—  J) 

SID  k    S=  -gj S= • 

2         2  cos  fit  cos  s  cos  m  cos« 

Setzt  man  io  2): 

V* 

2cos9iiiCOS«|Sinft  =siD^itg:r 

so  ergiebt  sich: 

töndi  r=  eos^/f  sin^itgor^ 


also: 


und 
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mithin  aacb: 

]«— cosc^i 1  —  cos  ^i  +  ein  ^i  tg  ar 

1  +  cos  dl       1  +  cos  dl — sio:^!  tgo? 

oder: 

,  ,       2810  -^+2siiiY^cos-^tgar 

2cos-^ 2sin  2^cos  -^tg» 

=  *g-ö-  • -» » 

^     l-tg^tg:r 

tg|  =  Vtg^tg(^  +  .) 

.  2sin}(<2-|-^)8ini(cZ — ^)    cosmtcosi. 

tg  a;  5=" ^ • ; — -2 . 

^  cos  m  cos  s  sin  ^| 

Als  Zahlenbeispiel  lasse  ich  das  auf  Seite  378  B.  51  gegebene 
folgen : 

log2  =  0,301030 

logsinKd  +  ^)  =  9,978784 

logsin  \{d  —  ^)  =  9,937323 

log6ec7/t  =  0,016584 

logcosTüi  =^,981525 

logsec5=:  0,000788 

log  cos  *i  =  9,999318 

logcosecz/|  =0,635559 

log  tga:  =  0,850911  x  =  81»  58'  35,7^' 

^=  60  40' 27,5" 

^  +  a:  =  88O40'    3,2" 
*ogtg(^+a;)  =  1,633395 
logtg^  =  9,069348 

*ogtg^  =  0,702743 

•ogtg^  =  0,351372  ^=   650  59' 52" 

dl  =  131«  59'  42". 


BWil^Vi 
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Wenn  Ji  sehr  klein  ist,  so  kann  x  angenau  werden,  weshalb 
•8  nothig  ist  für  diesen  Fall  eine  andere  Formel  anzuwenden. 
Dm  eine,  der  entwickelten  Formel  ähnliche  au  erhalten,  setze 
man  in 

co8<f|  =  cos^i  — 2cosni|  cosii  sin  k 

y«  y« 

statt  sin 5    seinen  Werth  1  — cos^  »  wodurch  sich:' 

y« 

1) cosifi  s=.2cosmiCosfiCos5  ^cos^i 

ergiebt,  wenn 

gesetzt  wird. 

Setzt  man  nun: 

y« 

2  cos  iti|  cos  $1  cos  k 

2) *«*  = ä^, ' 

SO  wird: 

3) cosdi  =  sin  2^1  tg  o;-^  cos  2^1 . 

Hieraus 

I  —  cos  dl 1  +  cos  ^1  —  sin  H^  igx 

1  +  cos  dl       1  —  cos  I^i  +  sin  27|  tgx 

oder 

j%      COS  2 8>n  -^  cos  "2*  tg« 

«in  2^   +8in-2-cos  2  *g^ 

^      C0S-2-— sin  Y  tgo: 

=  cotg  -^  . 2 ^ 

sin  2^  +  cos -y  tg  a? 

=  cotg  Y  •  — ^ 


=  cotg -2*.  cotg(y+a:^ 


und 


A 


.-.v? 
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4) tg^  =  Y  cotg  2^cotg(^  +  ar). 


Aus 


erhält  man 


also 


4f< 

Oosd  =  cobJ — 2cosfitcosi6ms 


COSs 


y*       cosd  -t-cosZ 


■■  II    I  ■■> 


2         2co6mcos« 


oder 

5) COSs    ss:  — ■ '    ■ 

^  2  cosmcoss 

und  somit: 

^  2cos|(rf-f  ig)cosi(rf — S)   cosmjicos *i 
6).   .   .    tga:-  cosmcos*  *      sin2;i 

Ffir  das  gegebene  Zahlenbeispiel  hat  man: 

log  2  =  0,301030 

logcosi(<£-f  ^  =  9^93113 

logcos4(d-  -S)  =  9,741859 

logsecf?i=:  0,016584 

logcosriti  =9^981525 

iogsec«  s  0,000788 

logcos«!  r=  9,999318 

logcosee  ^|  =  0,470013 


logtga:  =  9,904230  a?  =  38^  43'  59,5" 

2 


^*=   90  54' 10,5" 


^+ar  =  48«38'10" 


logcotg^  =  0,758004 
logcotg  (y^+  ar)  =  9,944729 

iogtg^'  =  0,702733 

•ogtg§  =  0,351366  ^=   650  69' 61" 

rfi  =  1310  59'  42". 


yj.B^Kji 
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Näherangsweise  Auflosimg  der  Aufgabe: 

Aos  zwei  Hohen  eines  Sterns  und  der  Zwischenzeit 

der  Beobachtungen  die  Breite  und  die  Zeit  zu 

bestimmen. 


Von 


Herrn  Prof.  Dr.  Ligow$ki^ 

an  der  Königl.  Marineschule  in  Kiel. 


Bezeichnen  h^  und  A|  die  Hohen  des  Sterns^  h^  >  A|,  t^  und 
^1  die  Stunden  winke!  9  i  die  Deklination»  q>  die  gesuchte  Breite 
nod  9i  die  angenäherte  Breite,  so  hat  man: 

1) sinAg  =  sin9sind-|-cos9)Cos^cos<!s> 

2) sinAi  ^  sin^sintf -f-cos^cosdcos/i. 

Setst  man: 

femer : 

also: 

«  =  — o —    und    X  s=  — 5 —  9 

so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraktion  von  No.  1)  und  2) : 
3)  •  •  •   •  sin  neos  1^s3  sing)  sind  4- cos  9>  cos  d  cos  cv  cos  :r, 
4).  .  •   •  co8tcsinv=:c009>^eosdsittirii(iff^. 
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XV. 

Berechnang  von  Entfernangen  auf  der  See. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ligowski^ 

an  der  Eönigl.  Marineschule  in  Kiel. 


Aufipalie*  Den  Abstand  des  Beobaehters  auf  dem 
Meere  von  einem  nur  theilweise  sichtbaren  Land- 
Object,  dessen  Höhe  über  der  Meeresfläche  bekannt 
ist»    durch    Messung    seiner    Winkelhöhe    über    dem 

Meereshorizont  zu  bestimmen. 

« 

Es  sei  w  die  gesuchte  Weite  in  Seemeilen,  h  die 
Höhe  des  Beobachters  in  Füssen,  H  die  Höhe  des 
Gegenstandes  in  Füssen  und  m  die  Winkelh^he  in 
Minuten. 

In  den  Lehrbuchern  der  Navigation  findet  man  zur  Berech- 
nung von  w  Formeln,  wie  die  folgenden: 

1).  .  .  .  .   wz=zK+Ki, 

wenn 


und 


ä=^Va 


ATi  =— gm  +  y  gÄ— gwÄ+rgm^  , 


oder 

2) w^K-t-Kt, 


wenn 


*=VT* 


^I*^l^?~* 
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and  ^ 

Eioe  Formel  cur  Berechoung  von  $v,  welche  genauer  und  für 
die  Rechnung  bequemer  ist,  ergiebt  sich  in  folgender  Weise: 

Bezeichnet  r  den  Radius  der  Erde«  g>  die  zur  Hohe  h  ge- 
hörige Kl«mtiefe  und  m— ^  =  ii,  so  erhält  man  mit  Hfiife  der 
Sinusregel : 

cos  (W  -f  U)  COStf 

also  auch: 


co6(w  +  u)  —  costt A — H     __^  H — h 

co8(fr+ii)  +  cosii""2r  +  A  +  £f""""2r  +  i5r+A' 


oder: 


tg(^+«i)tgf=^.l^/?+Ä- 

Da  der  Factor 

1 


1  +  ^  +  * 


2r 

sehr  nahe  |;leich  1  ist  und  die  Winkel  w-i-u  sehr  klein  sind  >  so 
ist  angenähert: 

und 

2 

io*+  2tito  =  y-^ij/  (^ -  *)• 

7 
Der  Factor  von  jff — h  ist  sehr  nahe  gleich  g»  also  ist  auch: 


und  hieraus: 


•r«  +  2i«o  =  g(i5f— A), 


•c  =  -ii  +  \i«*  +  B(^^*>' 


oder  

3)  .  .  .  .    «  =  — (m  — 9)  +  Y  (»»— 9')*  +  6(^— *)• 
Sind  A  und  B  in  Meter  gegeben  so  ist: 
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Quam  vero  sit 

Cos  «200  =    ^  ^         ,   Co840«Cos80o  =  J[Cos  120o  +  Co8  40o] 

=  — 4  +  iCos40«, 
habebimus 

Cos«20<>— Cos40oCo8  80«  =  J. 
Prodactum  igitur  fit  ^'—3^ -f  1  vel,  inlroHucto  denao  x, 

Divisioae  per  hanc  quantitatem  facta,  aeqaatio  (9)  dabit 

« 

a:«— 5ar+3  =  0.    . (10) 

uude 

a?  =  i(5±V3), 

e    quibns   valor  superior,    quippe  qui  sit    >4,    rejiciendos    est 
Praeter  valores  ante  inventos  unus  tantum 

65«  19'  t>3",37 
a;  =  4Cos29  =  i(5  — V^3),    tp  =  lU    40   36,63 

problemati  et  aequat.  (9)  satisfacit.     Itaque  arcus  q>  in  aequat.  (7) 
habet  octo  valores  «180«): 

q>  =    20";    40«;    80«;    ÖS«  J9'  23",  37; 

g>  =  160«;  140«;  100«;  1I40  40«  36«,  63« 

Aequatio  (8)  eodem  modo  dat 

a:»— 9ar4  +  28«8— 34ar2  +  I2ar— 1  =0, (11) 

quae,  quoniam  tres  radices  habet  aequaies  radicibus  aequatlonis  (9), 
per  a;'  —  6:r*  +  9;i?— 1  diridi  potest,  quo  facto  dat 

a:2— 3a?+l=ü (12) 

unde 

ar  =  i(3i:5),  vel  x^  =  4Co8  236«;  x^  =  4  Cos  «72«. 

Valores  igitur  (<]80«),  qui  aequationi  (8)  satisfaciunt,  sunt 
decem: 

<p=    20«;    40«;    80«;    36«;    72« 

(f  =  160«;  140«;  100«;  144«;  108«: 

Uioc  elucet,  alios  arcus  ac  multiplices  20«  aequationibus  (7) 
et  (8)  satisfacere,  sed  nullos  alios  esse  radices  aequatiouibus 
communes. 


.« 
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welche  sich  nach  der  PetzvaTschen  Methode  integriren  lässt» 
und  das  Integrale 

(    n  n—'l  \ 

\tlß     W  13  Tf 

y^\^nl(^-i)     euq\ (4) 

11=0 

liefert,  woselbst  also  vorerst  das  Product 

1   3 

fl 

Q  mal  nach  u  zu  differenziren ,  und  nach  durchgeführter  Differen- 
tiation  statt  u  Null  zu  substituiren  ist. 

Das  Integral  (4)  lässt  sich»  wenn  man  statt  $  seinen  Werth 
einführt»  folgendermassen  schreiben: 

du^  ) 

tt=0 

und  dieses  Integrale  ist  tadellos  in  dem  Falle»  wo  »   eine  ganze 

positive  Zahl  ist.    (siehe  meine  Arbeit  in  Schlumilch's  Journal 
VIl  Band  Seite  265.) 


Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  noch  auf  andere  Weise  integriren. 
Setzt  man  nämlich  in  selbe 

7/  =  a-2 (6) 

wo  z  eine  neue  Variable  bezeichnet»  so  erhält  man 

a:z"  +  22'  =  a:«[a:2'-(n  — 1)«] (7) 

Setzt  man  nun  wieder 

a:»  =  | (2) 

80  erhält  man: 

rf«z      4-|dz      «-1 
^dp  +  -3-rf|  +  -9-*  =  Ö f^> 

nod  diese  GleichoDg  gibt  nach  Herrn  Petzvai's  Methode  integrirt 

it— 1  n  \ 

u=0 


i 


^Sf^^9^ 
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fo^lich  ist  auch 

-S31 1_(«-3)   e«'*J m 


n  — 1  n 


du   8 

»=0 


ein  iDtegral  der  Gleichung  (1).     Dieses  Integrale    ist   aber   nur 
dann  tadellos,  ivenn      ^      eine  ganze  positive  Zahl  ist. 


3 


Entwickelt  man  die  beiden  in  (5)  und  in  (10)  stehenden  Aus- 
drficke,  so  erhält  man  für  beide  ein  und  dieselbe  Reihe,  und  diese 

lautet: 

(II)    .   .   .y  =  ar»-nj(n— I)a:«- 
+(|)(n-l)(n-4)a?»-ß-(|)(«-l)(n— 4)(n-7)a:"-ö+  .. 

Sie  bricht,  wie  man  siebt,  ab 

erstens,  so  oft  n      eine  durch  3  theilbare  Zahl  ist, 
zweitens,   „    „  n — 1   „        „      3        „  „      „ 

Demnach  ist 

ein  Integrale  der  Gleichung 

y"  =  x{xy''-y)\ 

ferner  ist 

y  =  0:»  — 2 

ein  Integrale  der  Gleichung 

y  =  a:  (0:^—3^); 
ferner 

ein  Integrale  der  Gleichung 

etc  etc. 

Das  vollständige  Integrale  der  Gleichung 

y"  =  ar(a:y'— y) 
ist  sonach 


.r'^f 
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y  =  xle^  tue 
J     *•    ' 


Das  vollstSodige  Integrale  der  Gleicbnng 

y"  =  ar(afy'-3y) 


hat  die  Form 


9 


=  (j»-2) I  e^dx 

J  («»-2)«' 


nod  das  vollständige  Integrale  der  Gleichong 

y"  =  a;(a:/-4y) 
hat  die  Gestalt 

dx 


r  '1 


etc.  etc. 

Nach  den  bis  jetzt  gegebenen  Methoden  lässt  sieh  die 
Gleichung  (1)  leicht  integriren  erstens  für  durch  3  theilbare 
Werthe  von  n»  also  für 

n  =  3,  6,  9,  12,  15,...; 

zweitens  für  durch  3  theilbare  Werthe  von  n  ~  1,  also  für 

n=l,  4,  7,  10,  13,...; 

sie  lässt  sich  aber  nicht  leicht  integriren  für  andere  Werthe  von 
n,  demnach  ist  noch  zu  zeigen  die  Integration  der  Gleichung  (1) 
in  dem  Falle,  wo 

w  =  2,  5,  8,  11,  14,... 

ist,  und  diess  soll  im  Nachfolgenden  geschehen. 

Betrachten  wir  vorerst  den  einfachsten  Fall ,  wo  n  =  2  ist, 
und  also  die  vorgelegte  Gleichung  die  Gestalt 

y"  =  x{xii' --^y) (12) 

hat.    Das  Integrale  dieser  Gleichung  steht  mit  dem  Integrale  der 

Gleichung 

t"'=:ar2'-2z (13) 

im  innigsten  Zusammenhange,  es  ist  nämlich 


■n« 
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Es  ist  nun 

+  2  ^ ^ ^uvx'^\j\^  du 

= — e      3    • s — • 

ur 

Nimmt  man  das  letzte  Integrale  innerhalb  der  Grenzen  0  und 

(X,  so  erhält  man 

_^ 

folglich  fuhrt  die  Substitution 

o         o 

in  die  Gleichung  (12)  gemacht,  auf  das  Resultat 

o 

und  diess  gibt  reducirt 

\p^x\ 

Demnach  fuhrt  die  Substitution 

(16) 

V^'CxJ    J  ^       8    L t? ^ i^iuvx-i^dudv 


01  o 


^v^y^~""^r"''"'"'*'T''''"'°'"'-'*'"''^-o^"^'' 


0  o 


^C^l     I  e       3    I  — ^°  ^3    ^^ f*3ti»a?-4jrfKrf», 

0  o 

in  die  Gleichung  (12)  gemacht^  auf  das  Resultat 

ond  dieses  Resultat  wird  Null,  wenn 

(17) Cif*i«+Cafia'+C'8f*8*  =  0 

wird.    Es  ist  demnach  das  in  (16)  stehende  y  das  vollständige 
Integrale  der  Gleichung  (12). 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  lassen  sich  alle  jene  Gleichungen 
behandeln,  wo  n  den  Werth 

5f  8,  II,  14,... 
bat 


-■  v=l 


126  Mücdlen, 


M  i  s  c  e  I  1  e  fi. 


lieber  die  Winkel,  welche  die  von  einem  Punkte  nach  den  Mitten 
der  Seiten  eines  Polygons  gezogenen  Geraden  mit  den 

Polygonsseiten  bilden*). 

Von 

Herrn  Dr.  Ä.  Most^ 

Lehrer  an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Stettin. 


Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  Pnach  den 
«itten  ßi,  B^  ,  ,  .  Bn  der  Seiten  eines  im  Räume  be- 
liebig beschriebenen  Polygons  AiA^  .  .  ,  An  Gerade  und 
bezeichnet  die  Winkel  PB^Ai,  PB^A^  . . ,  PBnAn,  mit 
«,  . . .  «n»  die  Dreiecke  PAi  A^y  PA^A^  . . .  PAnAi  mit  z/^  . . .  z/», 
80  ist: 

Ai  ctg«!  -f  A^ctga.^  +  .  .  .  +  Ancigan  =  0. 
Beweis.     Man  übersieht,  dass  nach  dem  Cosinussatz: 
PAi  2 — PA^^  =  —  2P/?,  .A^A^  cos  «i  =  —  4Ai  ctg  «i 
ist,  also: 

PA^^  —  PA^^  =  —  4^2  ctg  «2 » 
PAn^  —  PAi^  =  -  4^«ctgan. 
Die  Summirung  der  Gleichungen  ergiebt  obige  Formel. 


*)  Vergl.  Thl.  XLVUI.  No.  XXXUI.  pag.  473  und  Thl.  XLIX.  No.  XI. 
pag.  115. 


128  Miscellen. 

Winkeln  BEG  —  EEG  =  10  +iC  gegeuSberstehen  *}.  Nan  ist 
J5;F'.£;F=(ä+^(ä-A)  =  ä«-A***)  =  CE.6'£=  ce.gb. 

Wegen  Aebniichkeit  der  rechtwinkligen  Dreiecke  CEH  und  G'BG 
ist 

CE'.r  —  IRiGB, 

folglich : 

Sind  J  und  J'  die  Durchschnitte  des  umbeschriebenen  Kreises 
mit  der  Sekante  DE\  so  findet  man  aus  den  äbnlic|ieD  reebt* 
winkligen  Dreiecken  CE'H'  und  G'BG 

CE'ir'  ^2R.G'B, 
folglich : 

CE'.G'B=:2Rr'  =  CE\E'G' 

(denn  E'G'  =  BG'  als  die  im  Dreieck  G'E'B  den  gleichen 
Winkeln  G'E'B^  G'BE'  =  IB+iC  gegenfiberliegenden  Seiten). 
Da  nun  CE'.E'G'  =  E'J.E'J'  =  (A'-Ä)(A'+Ä)  =  (A'*-Ä*), 
so  ist  A'*  — ß*  =  2ßr'. 

Die  mir  bekannten  Beweise  des  Satzes  ^^  =z  R* — 2Rr  — 
des  zweiten  A'^  =  R^-t-^Rr*  finde  ich  nicht  erwähnt  —  sind 
wenig  einfach. 


*)  Wenn  man  mit  Legendre  Geometrie  B.  I.  7.  die  Congraenz  zweier 
Dreiecke  durch  Gleichheit  Einer  Seite  und  der  heiden  daran  liegenden  Winkel 
bestimmt  voraussetzt ,  so  kann  man  durch  die  Euklidische  Construction  B.  L 
Satz  5  den  direkten  Beweis  fähren,  dass  in  einem  Dreieck  zwei  gleichen 
Winkeln  zwei  gleiche  Seiten  gegenüberstehen. 

♦*)  LäsBt  sich  rein  geometrisch  erweisen. 


II  r  «  c  k  f  e  h  1  e  r. 

Auf  S.  62,  Z.  10  und  Z.  17   setze  man   „a^  statt  „a^  mit  Beziehung  aal 
Taf.  m.  Fig.  1. 
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Beweis  zweier  Steinerschen  Lehrsätze. 

Von 

Herrn  Dr.  Bermann 

EU  Liegnitz. 
(Figuren  s.  Taf.  IV.  bei  Heft  I.) 


Im  31.  Bande  des  (damals  noch  von  Crelle  herausgegebenen) 
Jooroals  för  reine  und  angewandte  Mathematik  finden  sieh  unter 
den  von  Steiner  als  zu  beweisende  aufgestellten  Sätzen  auf 
S.  90  auch  die  beiden  folgenden ,  die  ich  —  mit  unbedeutenden 
Aeoderungen  in  der  Bezeichnung  —  wörtlich  citire: 

I.  yyWird  eine  gegebene  Fläche  F  zweiter  Ordnung 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ;ir^2  bezogen, 
dessen  Anfangspunkt  P  beliebig  liegt,  so  entstehen  in 
jeder  Axe  der  x,  y,  z  zwei  Abschnitte,  von  P  bis  zu 
den  Schnittpunkten  mit  F  genommen,  die  beziehlich 
durch  x'  und  x",  y[  und  y",  2'  und  i"  bezeichnet  werden 
sollen,  und  ferner  drei  Abschnitte  oder  Sehnen 
zv^ischen  den  Schnittpunkten,  die  a,  /?,  y  heissen 
mogeo.  Wird  das  rechtwinklige  Coordinatensystem 
vm  den  nämlichen  festen  Anfangspunkt  P  auf  belie- 
^^ge  Art  hernmbewegt,  so  bleibt  der  Ausdruck 


a«       .      /5*       .      y 


2 


^^onstant'*. 

11.     „Schneiden    sich    die    drei    Diagonalen    eines 
Theil  Lin.  9 


•I 


■132  Bermann:   Beweis  zweier  Steinerechen  Lekrsätxe. 

4o«  +  6«  +  c«  ""  '' 
'' ^  4*«  ■*"  o«  ■*■  c«  ~"    ' 


Hieraus : 


4c«  +  o«  +  6«  —  "• 


4 


a 


«       —       6«       ~"       c«       ' 


oder  da 

7-yo«  =  (i+»o)(f-yo)  =  ^'#'.Ä'/»=»r. 

gV  _  yV  _  t'z". 

a*   ~    6«  -  c»' 
nnd  da  aus  denselben  Gleicbnngen: 

«.  =  4a.(l-^'-^'), 
^  =  4Ä.(l-^"-^'). 

y.  =  4c«(l-^'-^); 

SO  ergibt  sich  der  gesuchte  Ausdruck  für  unsere  lovariante  nach 
leichter  Reduction  in  folgender  Gestalt: 

Ist  P  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids^  so  geht  sie  über  in 


et  ä  la  g€om€trie  ttnafytiqtte. 
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II  est  näcessaire  et  süffisant  pour  eela  qa'  on  paisse  trouver 
deux  valeors  X  et  f*  poar  lesquelles 

BF 
1-g^  =  aar  +  A^  +^z  =  lA^  +  i^A^ 

SF 
J.g-  =  hx+by  +  fz  =  XB,  +  fiB, 

SF 

oü  Ton  remplace  x,  y,  z  par  leurs  valears  dötermin^es  par  les 
<^quatioDs  j^^  ^  ß^^  +  Ciz  =  0 

A^x  +  B^  +  Ca«  =  0 

U  est  donc  nöcessaire  et  süffisant  qu'  un  m^me  Systeme  de 
valeuTS  de  x,  y,  z,  X,  fi  värifie  les  öquations 

ax+ky+gz  =  XAi+(iA^, 
hx+by+fz  =  XBi  +  nB^, 
gx  +  fy  +  czz^XCi-ttkC^y 
Aix  +  Bj,y  +  Ciz=2  0, 
AiX  +  Btyi^CtZ=iO, 

ce  qui  s'ezprime  par  la  condition 

a    h    g  Ai 

h    b    f  B, 

g    f    c  C, 

A^    B^  Cj 

A^    -B^  C/j 

En  appliqaant  les  nidmes  raisonnements  aox  ^quations 

<M?* + by'^ + ci*  +  du^ + 2lyz + 2mzx  +  2nxy  +  2pxu + 2qyu + 2rzu  =  0 

Aix  +  B^y  +  Cii  +  Z>iw  =  0 
i^aJT  +  Äay  +  ^^2+  Z)ati  =  0 
A^x  +  B^  +  C^z^D^u  =  Q 

on  trouve  de  la  m^me  mani^re  que  la  r^sultante  de  ce  systöme  est 

a    n    m    p     Ai     A^    A^ 

Bi  B%  JBß 
Ci  C%  Ca 
A    />a    />s    =0 (2) 


a    h    g 

A 

A 

h    b    f 

Bt 

B, 

9    f    c 

<\ 

Ct 

A    Äi 

Ci 

^    B^ 

Ct 

=  0. 


(1) 


n 

b 

l 

9 

*>> 

l 

c 

r 

P 

9 

r 

d 

A 

By 

CiA 

A, 

B, 

c. 

Bt 

A 

B, 

c. 

A 

et  a  la  g€om€trie  analytigue. 
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=  0. 


^3* +  2^3*     ^3     .y»     t 

^4*  +  y4^        ^4        ^4         1 

De  menie  pour:  Quatre  couples  de  poiritsconjugues,  etc. 


§.  33. 

Ell  pour8i]ivant  les  raisonnements  du  §.  23,  on  trouve 

Pour  qua  ^lyi,  x^y^,  ^s^s»  ^4^4»  ^6^6  soient  cinq  points 
d^une  byperbole  ^quilat^re,  ii  est  necessaire  et  süffi- 
sant qu'on  ai.t 


1 


0 


1 


^i    ^iy\  yi 


2 


0     0    0 

^i  yi  ^ 


^2^   ^^y^  y^  ^«  .y*   ' 
^8*  ^3^3   ^3*  ^3   yz  1 

^4*      ^4^4      3^4*      ^4      ^4      * 


=  0. 


IV. 


§.  34. 

Trouver  i'equation   de  la  surface  du  second  degre 
qui  passe  par  neufpoints  donnäs. 

« 

Les  neuf  points  soient  Xiyx,  x^y^, Xgy^ ;    T^quation 

de  la  surface  soit 

ax^  +  by^  +  C2^  +  2lyz+2m2X-i-2nxy  +  2px  +  2gy+2rz+d=:0. 

Pour  que  le  premier  point  soit  un  point  de  la  surface^  il  faut 
qu'on  ait 

oxi^+öyi*+czi*+2lyi2i-\^'2m2ixi+2nxiyi+2pxi+2qyi+2rxi-i-d=z0. 
De  meme  pour  les  autres  points 

ax^^  +  byj^-i-cz^^  +  ^ly^z^ =0 

«^3*  +  by^^+cz^^+^lyzH  • . . .  =  0 
ax^^  +  by^^  +  C24«+  2/^414  . . . .  =  0 

0^5*  +  %5*+<?26*  +  %525  .  .  .  .  =  0 
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+ 

+ 

r 

J^    • 

^ 

i5 

Ifr 

it 

OD 

^     • 

^ 

^ 

•* 

OT 

+        • 

+     + 

«^ 

S         * 

^ 

55^ 

s 

1?^ 

IS 

^ 

*« 

•$• 

.i» 

+ 

+ 

+ 

SP 

OD           • 

lÄ* 

iT 

—       • 

►- 

^ 

^ 

De  meme  pour  des  coordonnees  quadriplanaires. 


§.37, 

Poursuivant  les  raisonnements  präcödents,  on  trouvc 
forme  d'un  döterminant  ägal^  a  zäro  röqaation  d'une  a\ 
second  degr^  dont  on  a  donnö 
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3« 
40. 
60. 
60. 

80. 
90. 


9i 


99 


Sept  couples  de  pians  conjugues  et  deux  plann  tangents. 

Six 

Cinq 

Quatre  „ 

Trois    „ 

Deux     ,y 

Un  couple 


9> 

♦  » 
99 


99 


f.« 


99 


99 


»9 


»9 


99 


99 


99 


f« 


99 

trotö      , 

99 

quatre   , 

99 

ctnq      ,. 

9) 

six 

9» 

sept       , 

99 

huit       ,5 

9» 


9» 


9» 


99 


99 


§.  40. 

Determinerr^quationdela  surface  du  second  degre 
dont  ie  centre  et  six  poirits  8c>a.t  donnä». 

Coordenn^fSB  erdiiiaires. 

* 

Le  centre. soit  ^Tq  ^o  ^9    '^^  ^i^  points  de  )a  Hurf^qe  soient 

^1  yi  h>  ^%  y2  H>  ^8  ys  ^>  ^4  y^  «4»  ^5  y&  h^  *6  y%  h-  P'c- 

nons  pour  reqaatioo  de  la  surface 

ax^  +  by^  +  cz«  +  'llyz  +  '2mzx  +  2w:r^  +  Ipx  f  2^^  +  2r2  +  rf  ==  0. 
Que  le  point  Xq  y^  z^  est  le  centre  de  la  surface,  s*exprinie  par 

2aafo  +  ^'wio  +  ^ny^  +  2p  =  0 
26^0  +  2/^0  +  2wa:o  I  2^  =  0 
2c2o  +  2/^0  +  2ma:o  +  2r  =  0. 
Que  la  surFace  passe  par  les  six  poInts  donn^s,  s'exprinie  par 

«wri«+6yi*+czi2+2/yjZ,|.2/ii2ia:i+2nÄ^,y,+2joa;i +2^^3(1 +2rzi  +rf  =  0 
aar,2+A^»*+«t*+2(y4Z2i2mz2a:«+2nar2ya+2/?ar2+2^.yji+2»*2«+rf  =  0 

«^6*+6yöHcV+%626+2r/iZej:e+2w.re.yef  2/>are+2^y6+2rz6ic/  =  0. 

£liniioant  a,  ^,  c,  /,  /n,  n,  ;;,  q,  r,  d  entre    toutes  les    equa- 
tions  präcädentes,  on  troiif^e  pour  Tequation  de  la  surf'ace 


x^ 

»* 

z« 

y*- 

za: 

xy 

o: 

y 

z 

1 

2^0 

0 

u 

0 

20 

yi* 

1 

0 

0 

0 

0 

2yo 

0 

20 

0 

Xq 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

2*0 

.Vo 

^0 

0 

0 

0 

1 

0 

*•» 

y.* 

»i* 

Z^|2| 

z,ari 

^i.Vi 

Xi 

y\ 

2l 

I 

«       • 

•         • 

•              • 

ytH 

•     • 

z»a?2 

•       •       • 

•          •          • 

y^ 

•     • 

^2 

•          • 

1 

ff 

^«*  y«*  H*  y6H   *•««   ^«y«   x«  y^   i,    i 


=  0. 


182 


Verslugs:    Applieationt  dt*  deurmiiumts  h  VaigV)re 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

P\ 

tt 

fi 

«1 

SS  Q,  etc. 

P*  9t   Ti    H 

ou  par  les  quatre  äqaations 

(AF~  BE)(riH—rtßi)  +  (AG-  Cmh9%-  H9i) 
M^UI-DE)(qtrt  -  g^i)+(BG-  CF)(piH-tVO 
+(BH-DF)(ripr-rtpiH(CH-DQ)(ptqt-p^i)  =  0. 
(AF-BE)(r,tt-rtii,)M^G-CE)it,qt-ugtH-   •   •   •    -=0 

(^F-Ä£;)(r,n,-r,.,)+(^G-C£)(M»~«»»»)+ =» 

(AF—BE)(rrta-ratrH(.AG-CE)ittqt-ts1r)+ =« 

Pour  que  les  quatre  droites  soient  situöes  dans  une  inÄou 
surface  du  second  degr^,  ii  est  nöfcemaire  et  suffisaDt  qae  cet 
quatre  ^quations  puiMent  se  rödnire  k  trois,  ce  qui  s'eypriine  pai 


OD       Ok 


OD       Ok 
^      Ol 

Ob       te 

44 


«i? 


l    i 


3? 


? 

^  # 

u 

^  •$ 


I 

er     »S* 


1^ 

4 


.2»    iS» 


J  1  J  J 


5*     > 


I  i  I  I 


CO        »• 

44 

c?    JP 


c? 

1^. 


5 


I 


3»  S 


II 


186  Versluys:    Applications  des  tUterminants  ä  Valgebre 

0 

I    o  o    I 
1    o  I    o 


S4.  b 

1    I 

b^  b  o  o 

Ol  be 
o  e  I    I 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  d^terminant  du  §.  52,  od 
les  conditioDS  cherch^es. 


§.  54. 

D^terminer  ia  condition  qui  exprime  qu'il  y 
siziöme  droite  qui  rencontre  cinq  droites  donnäe 

Les  coordonnäes  des  cInq  droites  donnöes  soient 

«1    *i    ^1    fi    9i    ^i> 

^    ^%    c^    f%    9t    ^2»    ®*^- 


oder  den  SeilenAXchen 

Fo,        f„        F,.        t\ 

entvpreehenHen    Hüben    des    Fondamentallelraeders    wotlen    wir 
beziehongs weise  durch 

H„,        H„        Bf        "3 
bezeichnen. 

Die  Tun  den  Seitenflfichen 
F»,Fi;    Fo.  f«;    fft.fi;    fi.  *'.;    F,.  F,;    F^  F, 
eingeicblossenen  Winkel,  welche  an  den  Kanten 

AtAs,     A,A„     A,A„     AoA„     A„A„     AnA| 
oder 

«M,     «IB.     ff|a.     «o».     "oi.     "oi 
liegen,  bezeiclinen  wir  beziehungsweise  durch: 

{F^F^),    (FoFJ,    iF^F,).    (F,F^,    (F^F,).    (F^F^) 
nder  auch  kürzer  bloss  durch; 

("m).     («13).     ("11).     Kb).     (»oa).     («Ol)- 
Den    kürperlichen    Inhalt    des    Fundamenfaltetraeders   wollen 
wir  durch    F  bezeichnen. 

Der  Kflrze  wegen  werde 

1) iVss  1  — cos«i' — costtj* — co8aB*42eoBt<,  cofa^cosa^ 

gesetzt  *). 


*)  Daee  die  GrOiee  N  stets  poBittT ,  also  die  GrOsse  ^N  sleta  reell  ist, 
darf  hier  als  bekannt  voransgeeetzt  werden,  lisst  sich  aber  n.  Ä.  auch  leicht  auf 
folgende  Art  bevnsen.  Nach  einer  bekannten  ganz  allgemein  gAltigen  Grnnd- 
fonnel  der  BphärischeD  Trigonomet^e  ist: 

,         ,   eOSO,  —  COBOiCOSB]       "f: 


i 
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Die  von  Ao  ausgehenden  Kanten  AoA|»  A0A2»  AqAs,  je 
natürlich  unbestimmt  über  Ai,  A^,  A3  verlängert  gedacht«  nebn 
wir  als  die  positiven  Theile  der  Axen  der  aa,  y,  z  eines  carte 
sehen  Goordinatensystems  der  xyz  an,  dessen  Anfangspunkt  a 
der  Punkt  Aq  ist 

Nach  einer  in  der  analytischen  Geometrie  gewohnlichen  £ 
Zeichnung  ist  also: 

und  folglich  nach  l): 

2) 
iV  =  1  —  cos  (a:jy)*  —  cos  (yz)* — cos  (la:)^ + 2  cos  (xy)  cos  (yz)  cos  {u 

Die  Coordinaten  der  Punkte 

Ao>        Ai,        A2*        A8 
in  dem  Systeme  der  a:yz  sind  beziehungsweise: 

0,  0,  0;    «Ol»  0,  0;    0,  «(«,  0;    0,  0,  «os' 

In  demselben  Coordinatensysteme  sind  die  Gleichungen  d 
Ebenen 

A2A8A0,        A3A0A1,        A0A1A2 
oder 

Fl.       F„       Fs 

beziehungsweise : 

a;  :=  O9        ^  =  0,        z  =  0. 

Die  Gleichung  der  Ebene  A1A2A3  oder  Fq  in  dem  Coord 
natensysteme  der  scyz  sei 

Ax  +  By+Cz  +  Dz^O, 


woraus,  wenn  man  in  dem  Zähler 

sina,*  =  1 — cos  «2*»        sinaj*  =  1  —  cosag® 

setzt  und  den  Zähler  entwickelt,  leicht 

.    ,       v, 1  — cos«!* — cosaa*  —  C08a3*-f-2c08aj  costtaCOSaa 

sm  ^Oq  1  j     — : r— : 5 : , 

also: 

erhalten  wird,  woraus  das  zu  Beweisende  unmittelbar  folgt. 


197 
■o  Ist,  voil  diaw  Ebene  durch  die  Ponkte  Ai,  A^.  A|  gebt: 

also: 

A  =  -JL.        B  =  _«,         c=-S-. 

"oi  "ot  dos 

und   daher  die  Gleichang  der  in  Rede  glebend'en  Ebene: 

-i-JL- i+l=o 

«Ol      an     «oa 

oder: 

-^  +  iL^.  J — 1—0. 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Ebenen 

A|AsAgt         A^AjA^tv         A)AqA|v         AqAiA^ 
f>d*r 

f..        f.,        F^        F, 
beziehungsweise : 

1  —  +-^  +  - 1=0, 

\om      "oj      «OS 

3) j  x  =  0, 

I  s  =  o. 

V  1  =  0. 

Gebt   die    Ebene  AjAsAg   oder   Ff,   Gberhaupl   durch   einen 
gewissen  Punkt  (abc),  eo  ist  ihre  Gleichung; 

4) ^:i?+»ii^+i:rf=o, 

«Ol  "M  «O» 

und  wir  kOnnen  also  auch  die  Gleichung  dieser  Ebene  nnler  den 
Formen: 


/ «— gpi 


+  -^  +  — =  0, 

"o*      "OS 


5) ^-^+3^=^  +  — =  0. 

'  I  n~.  flu  o.H 


*  "oi      »Ol  "ui 

darstellen ,    die  freilich   eigentlich   von  der   Form  der  Glcicbui^ 
dieser  Ebene  in  3)  gar  nicht  verschieden  sind. 


.  5i 
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setzen.     Also  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

zu  setzen. 

Daher  hahen  wir  jetzt  die  folgenden  wichtigen  ganz  allgemeiii 
gQltigen  Formeln  zwischen  den  cartesischen  Coordinaten  x^  y,  z 
und  den  tetraedrischeu  Coordinaten  p^t  Pn  p%%  ps  eines  beliebigen 
Punjctes  P  im  Räume: 

xViS 
]Pi  = 

7) 


^*        sm  ui 


p9   =    — ; 9 

'^^       sino^ 

^'       sinag 
oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

8) «  =  V? 

i^etzen: 

\  «Ol         «OÄ         «^03/ 

xVN 

Pl    =  -7 » 

'^^       Sin«. 
9) < 

^*"-^i^,' 

»•  =  - — ; 

^'       sinofs 
aus  denen  umgekehrt  sogleich 
m^  Pigln«!  p^sinft^  pasincfa 

folgt. 

Bieraus  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die  vier  tetraedriscfaen 
Coordinaten  po,  pi^  p^^  p^  eines  beliebigen  Punktes  P  im  Räume 
nicht  ganz  unabhängig  von  einander,  sondern  durch  eine  Gleichung 


{ 


prr,^*w.-     ■ 


m  ailgememer  anafytui^er  Entwkkeluttg.  SOS 

mit  einander  verbonden  sind.  FObrt  man  nämlich  die  Ausdrücke 
von  ap,  y,  x  in  10)  in  die  erste  der  Gleichungen  9)  ein»  so  «vird 
dieselbe: 

oder: 

Gftsinci      Gy^ging^  ,  Gp,sinca 

oder : 

13).   .   .  -G-«>+^— '^•^"^^^"^'^       ^ 

Wenn  man  die  den  Ecken  Ao»  A| ,  A^»  Aj  oder  den  Seiten- 
flSchen  F^,  Fi,  F^,  F^  entsprechenden  Hohen  Hf,,  Hi,  U^t  H^ 
des  Fandamentaltetraeders  bestinmeo  will,  so  iiat  man  im  Vor* 
hergehenden  ofeabar  za  setzen: 


»  =  0, 

»  =  0. 

1  =  0. 

l»o  =  M>; 

'  =  *M. 

5  =  0, 

1  =  0, 

Pi  =  ^1? 

*  =  0. 

»^«o«. 

1  =  0, 

I^  =  Ä,; 

*=«. 

9  =  0, 

S  =  «M. 

i»»  =  ^3; 

und  erhilt  dadarch  nach  0)  die  Formein: 

14).... H,-!,,     ^»-    iiHi7'     ^*-~sini^'     ^»-liin«, 
?iach  eiaer  beJkaantea  Clemeatarfomiei  ist: 

15) F^  ^  i^fis^*)!  sin  «4, 

^iaeä  Li}  and  US  int: 

W^fUF  ^'^^•^   "ä'*»«^*'^  ,   -»^^vf^^^-^. 
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folglich : 

jßx p  _  aoL«o««o8 ViV 


und 


also  nach  8): 


6 


'^o  -   G  ""  2G 


„        iioiögi^osViV 


V?" 


und  da  nun  Fq  eine  reelle  Grosse»  nach  dem  Obigen  (§.  1.)  auch 

VN 
P  eine  reelle  Grosse, 

folglich,  80  wie  nach  dem  Obigen  N,  auch  P  positiv  sein,   und 
man  kann  also  nach  8): 

") ß=V?=^- 

also  nach  Vorstehendem: 

lo) l'o  = 2 

setzen. 

Wegen  17)  kann  man  die  Gleichung  13)  auch  unter  der  Form: 

darstellen. 

Nach  15)  ist: 

sin«!  ___      2 Fl 

«Ol  ^01^02^03 

sino^  2F2 


*''o2         ^oi^oa^os 
sin  Ca  _      ^Fg 

^^08  ^'oi  ^02^08 


also  wird  die  Gleichung  19): 


^^'Po  +  ^-V-r-  (FiPi  +^«P2+^3P8)  =  VZV, 

«01^0*008 


oder: 


M  aUgemeiner  analytischer  Entwicklung,  207 

4  -f  Bco%  (ZOP)  ^  Cgos  {xy)  =  iV, 

ilco8(z;r)  \B^  Cco9(yi)  =  0, 

ü  cos  (xy)  +  Bcos  (yi)  ^  C  =  0 

ist  (m.  vergl.  a.  a«  O.  S.  171.  1)): 

JS  =  Ücosoi*  =  sin  (^2)'co8  0|*» 

also,   weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar  immer 
«i  •<  90^,  daher  cosO|  positiv  ist: 

cos  a|  sin  (yz)  =  V A^, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

i/iV.cosFF,  r=  — —  -  , 

sin  (yz) 

oder: 

-X  =  sin  (yx) .  V/V.  cos  »F, . 

Auf  diese  Weise  erhält  man  überhaupt  die  folgenden  merk- 
-wCrdigen  und  wichtigen  Formeln: 

X  =  sin  (yz) .  VN.  cos  IF, . 

23) {  F=:sin(2a:).ViV.cos»F,, 

Z  ==  sin  (xy) .  VIS .  cos  IF3. 

Die  Gleichung  der  Ebene  A1A2A8  oder  F^  ist  bekanntlich: 


oder 


^01         «O«         ^03 


^-««'+JL,..A.  =  o. 


Bezeichnen  wir  nun  für  das  auf  diese  Ebene  errichtete  Per- 
pendikel die  Werthe  von  X,  Y,  Z  durch  ^0*  ^o»  ^o'^  »^  ist  nach 
den  Gleichungen  a.  a.  O.  S.  179.  15),  wenn  fi  einen  gewissen 
Constanten  Factor  bezeichnet: 


^       '^Vooi      «Ol      «m/ 

^  '^  \Ö01         «O«        «03/ 

\öoi      «Ol      «'oa/ 
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Nach  der  Formel  a.  a.  O.  S.  136.  27)  ist: 

N*coB  Wo  =  XXo  +  FFo  +  ZZo  +  (XF^  +  F^^co«(Äy) 

+  (FZo+ZFo)co8(^) 
+  (ZJi;>  +  ZZo)co8(iar) 
=       \Xf^  +  FoC08  (jry)  +  ZoCos(zjr)}  JT 
+  {ZoC08(a:y)+  Fo  + Zocosfyx)}  F 

+  {ZoCOs(«)  +  Fo  €08(^2)  +  Zo}Z. 

Nach  Vorstehendem  ist: 

Ü  +  gco8(tx)  -t-  Ccos  (j?y) 

viv         /\i'7         /\           J.  ^eo8(zx)-|-]$co8(jrtf)4-d 
jro+  FoC08(a:y)  +  ZoC08(zar)  =  f*  <  -f }l.-LJ: ^  ^^^     ' 

,  ^cos(jy)-t-ig-fgcos(zag) 
ilcos  (ay)  -|-  gcos(yg)  -f  C 

jroC08(^»)+  Fo  +  Zocos(yz)  =  ^  |  ^. ^ cos (y.)-|.»+ Ccos (^y) 

i4+i^cos(jy)-t-geos(y») 

/      Ü  cos  (zx)  +  B-j-  Ccos  (yz) 

«Ol 

V         /     \  i   ir         i    \  ^  rw             )   •  -^ +  K  cos  (vi)  +  Ccos  (zar) 
AoCos(2a:)  +  FoCos(yz)  +  Z«  =  fi  ^  +  — = ^^^^-^ ^-^ 

^C0S(y2)-|-J^C08(2:r)-f  C 
T ~ 

aber,  wie  man  leicht  findet  (ra.  vergl.  a.  a.  O.  S.  171.  1)»  2),  3)): 

ü  +  Äcos(2ar)  +  Ccos(a:y)  =  A', 
A  cos  (za:)  +  35  cos  (ary)  +  C  =  0, 
A  cos  (a;y)  +  Ä  +  tf  cos  {ix)  =  0 ; 

iJ cos  {xy)  +  ^cos  (yz)  ^  C  =  0, 
^  cos  (yz)  +  B  +  Ccos  {xy)  =  iV, 
i4  +  Bco8(xy)  +  (£cos(y2)  =  0; 

ilco8(za:)  +  B  +  Ccos(yz)  =  0, 
A  +38cos(yz)  +  Ccos(za:)  =s  0, 
i4cos(yz)  +  Bco8(zx)  +  €  =  iV; 


in  allgemeiner  analytischer  Entwickelung. 
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also: 


X^  +  FoC08(a:;y)  +  Zocos  (za?)  =  ^ » 
A^jcos  (a:y)  +  Fo  +  Zo  cos  (yx)  =  —  • 
X^coB {tx)  +  FqCos (yz)  +  Z«  =  —-  ; 

«OS 


folglich  Dach  dem  Obigen: 


^       F 


«03/ 


also  nach  23): 


VN       „,        8\n(m)co8Wi  .  8in(2ar)co8FF-  .  8\n(aey)co8W% 
cosIto  =  — ^^-^ H ^ — -  +  — ^^-^ ^• 

f*  «Ol  «0«  «03 

Nach  der  Formel  a.  a.  O.  S.  136.  29)  ist: 

N*  =  A„«+Fo*+ZoH2-^oI'oCos(a;y)+2FoZoC08(2^2)+2ZoAoC08(2a:) 
=      ^{^10+  FoC08(ary)+ZoCos(2a?)} 
+  Fo  { Ao  cos  i^y)  +  Fq  +  ^0  cos  (^2)} 
-f  Zo  { JTo  cos  (zx)  +  FOcos (yz)  +  Z«}, 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 


folglich : 


^=f( 


^o 


0 


Zo 


«Ol      ^02      ''oa 


) 


«Ol  V^oi      «»oa      «»08/ 


2V=fi' 


+  J-(':^+Ah.^ 


) 


=  "'(6 


also: 


«'Ol*        «0«*        <»03*        «Ol^Oa        «02003        «03«0l/ 


sin  (^2)*      sin  (23:)^      sin  (3??/)^  ^ 

"^;;r^  ■*""^;;?~  ^  «oa*' 

2[cos  (y2)  cos  (za)  —  cos  (xy)] 

«Ol  «02 
2[cos  (2ar)  cos  (ary)  —  cos  (yz)] 

«02«0S 

2[cos  (xy)  cos  (yz)  —  cos  (2a?)] 

«08  «Ol 


iV  =  fi« 


Theil  lilU. 
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m  idlgememer  analytischer  Entwickdung.  211 

efa  dem  Obigen: 

,  wenn  man  fär  Äq,  Fq,  Zq  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
cke  einfährt: 

«03  \ß0l        «0»        «08/ 

ich  dem  Obigen ,  mit  fiiicksicht  darauf,  dass  ^r=zJrG  ist : 
-.1  and  -^.^-.l  =  _-.l_±g-l, 

veil  G  =  £fo  >st: 

—  1  und  ±-^  —  1. 

ihmen  wir  nun  den  Punkt  (^o^o^)  ^^  ^^^  Geraden,  in 
r  das  Perpendikel  liegt,  so  an,  dass  er  und  der  Punkt  Aq 
gegengesetzten  Seiten  der  Ebene  AiA^Ag  oder  Fq  liegen, 
Tq  negativ  und  ( — Tq)  >  Ho*  ^^^ 

ist  offenbar 


and 


,  und  es  haben  folglich 


—  I  und  +w— 1 

"0 


I,  dagegen 


Vt 


-1  und-4?-l 


engesettte  Vorzeichen.    Weil  nun  aber  die  Punkte  Ao  und 


14* 


^^,,,^^_,..  _,,   . 


m  aügemeiner  analytischer  Eniwickelung, 
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I?»  =  J[»+  F«+Z«+2JfFcos(^y)+2rZcos(^2)+2Z-ycos(iar), 

|d  nach  23): 

>.    .    .    .2V=      sin  (yi)«  cos  »Fl« 

+  sin(2af)*co8lF2* 
+  sin  (ary)*cos  fF3* 

-f  2  cos  (a?y)  sin  (yz)  sin  (z:r)  cos  YFi  cos  W^ 
+  2sin'(ary)  cos  (yz)  sin  (za:)  cos  TF^cos  W^ 
-f  2  sin  (aay)  sin  (yz)  cos  (za;)  cos  TF3  cos  TF| 


;f 


1^ 


r: 


iV=      sinai*cosPFi* 

+  sina2*cos  W2* 

+  sin  «3*  cos  IFb* 

•f  2 sin  cTi  sin  1x2  cos cfs  cos  Wi  cos  FF^ 

-|-  2  cos  «1  sin  ce2  sin  0%  cos  TF^  cos  W^ 

•f  2  sin  cci  cos  cf^  sin  «3  cos  TFs  cos  1F| , 

deren   weiterer  Umgestaltung  wir  uns  jetzt  nicht  aufhalten 
in. 


§.  4. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entfernung  E  zweier  Punkte  P'  und  P'^ 
>Rmiime  darch  ihre  tetraedrischen  Coordinaten  p^,  pi\  p^y  p^' 
^  Po"»  P\"»  P«">  Ps"  ausdröckeu. 

Bezeichnen  wir  die  cartesischen  Coordinaten  der  Punkte  P^ 
|d  P"  in  dem  Systeme  der  xyz  durch  x\  y',  z'  und  a?",  y",  2"; 
iet  nach  der  Formel  a.  a.  O.  S.  132.  18) : 


i  +2(z'^/')(^'- 

»9  weil  nach  10): 


-yOcostts 

-Z'OCOS«! 

ar")  cos  02, 


-  s  ^  ■ 
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29). 


,  2(p/— p/0(pa^— ya^QsiPtftgiDttaCos«, 

2(pt^  —  W)  fPs^  —Ps^O  cos  «1  «in  i%  sin  «g 

+  jy 

2(p8^  — Ps'O  (p/— p/')sin  «1  costt,  8in  «^ 


N 


Nach  12)  ist  aber: 


,        ,     Gsin«!  ,,      Gsina,      ,        ^     Gsinos,     ,       ^ 


wo  wir  fiir 


G 


absichtlich  nicht  den  abgekQrzten  Ausdruck 


setsen  wollen.     Multiplicirt  man  nun   diese   Gleichung   nach 
Reihe  mit 


/   ^  ''         ^  # . ''         ^  '^« ''. 


so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 


(K-/'o")(A'-P.")+  ^^(/»i 

Gsin«^. 
,   Gsina, 

(P«'-/'o")(P.'-K')  +  ^S^^' 

Gsinos 
G  8in  «, 

(V  -P«")(P.'  -K')  +  — !^AfP. 

.   Gsina«. 
.Genta, 


„."\i 


Pi'J 
-Pt"Hp%'-JH")\  =( 

-p,"HPi' -Pt") 


-Pt")(Pt'-P%") 

-pt'r 
-pnipt'-pt") 


=( 


-p^')ipi'-Pi") 

-P^')iPz'-Pz"))  = 

-Pt'r 
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folglich : 

~^iPi'-Pi'r  =  -(Po'-Po")(Pt'  -Pi") 

|~^  (P»'-Ptr  =  -(Po'-Po")(P*'  -pt") 

-^(p*'-p*"^(p'''-p'"^ 

~^;;^ir^P'  '^p^  '^  ~p*  ^' 

^^(ft'-P.")*  =  -iPo'-Po'Kp,'  -Pz") 

-^!vi^p»'-p.'W-pn 
-^(p^'-p^'W-P.")', 

also: 

iPi'  -P,")»»in«,«  =  -^^^(Po'  -Po")(Pi'-Pi")8in«i 

—  ^(pi'— J»i")(p«'— K')8'n«i8inoi 

■•(MI 


«Ol 
«08 


__qo« 

«Ol 


(Pi '  -  Pi ")  (P«' — P«") »'"  «1 «""  «a 
T*(K-K')(p«'-/^")8inai8inai, 

«08 


«08 
«Ol 


"Ol 

«ot 
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Führt  man  nun  diese  Ausdrucke  in  den  aus  29)  sich  soxleicb 
ergebenden  Ausdruck  von  NE^  ein,  so  erhält  man  mittelst  firüberer 
Formeln  leicht  Folgendes: 

Der  Factor  von  (j»/ — Pi")  (p«' —  W)  '®*" 

2sina|  sin  1X2 cos  ^3 ^  sin  «i  sin  cxj| ^sinai  sincr^ 


t_» 


sintta  sinfiu 

«oiOot  *       ^ 

Hl,«       2Fi        2Fa 


^01*^02     ^02^08     ''OS^OI 

~  ~  «oi»«o«»«(«* ~  ~     "     '    •   36 F« 9F« 

Der  Factor  von  (pi' - Pi") {pa  - Pa")  ist: 

sm  «1  cos  (X2  sin  ag ^  sin  «i  sm  a^ ^  sm  «i  sin  a^ 

*^08  ^01 

= sin  Ut  sin  o« 

11,8«       2Fi       2F3 


«Ol  «08     «02«0S     «Ol  «02 

_        4a„«F.F,   _  ,pe.     JL_      «is'jyfi  F. 

—  ""  Oo,«ao«'ao8'  ~  ~     "  '« '»  *  36  F«  "  ~       9  F«  ~  * 

Der  Factor  von  {p%—pa')(p3 — p^')  «st: 

cos  «1  sin  ci^  sin  «3 sin  a^sin  ct^ sin  0%  sin  1x3 

«03  «02 

—  «02'  +  «08^  —  ^«02003  cos  «1     .     ^      .     ^ 

= sin  o,  sin  «3 

^^02«08 


_        ««»'       2Fa 


2F, 


«02«08     «03  «Ol      ^01  «02 


_        4aM«F.F,  JV__       a^^NF^Fs 

~       Ooi»«oa*«o8»  —  ~ ""M  '«'^8  •  36  F«  -  9  F* 


Ferner  ist: 


— Q  —  8ID «,  =  «Ol  vjy  •  jp 


"(«"os 


-    2«o,ViV    „  „  _  2«o, ViV   VN 
~  3floi«o««o8 F '^"'«  -  "  3F  '   •  6F  '«'' 
_  «oi'JTFqF, 
— '    9F«       ' 


in  aUgemeiner  analytischer  Entwickelung^ 
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•«'"'....= ^v«.,^.;!^ 


6 


9F«      ' 


3F      '  6F 


_Ja^VN_  _  •la^^VN   VN 


f>oa*NFf,Ft . 

—       9p«      ♦ 


3F        6F 


also  sind  io  dem  Ausdrucke  von  NE*  die  Factoren  von 

(Po-Po")(pi'-Pi"),  (K-K'XK -/»•").  iPo-P^'KPi'-Pz') 
beziehungsweise : 

«o,»iVF„F, 


9F« 


9F* 


9F* 


Daher  erhalten  wir  jetzt  den  folgenden  sehr  merkwürdigen 
Ausdmck: 


30).   .   .   .9Fa£;«  =  -Ooi«FoF,(po 

—  «o8*FoF,(p„ 

—  flos'FoFg  (/>„ 
-a„«F,F,(/>, 
-«i,«FiF,(/». 


K')(P« 

Pi")(p* 
Pi'HPi 
pt")(p» 


-Pi") 

-Pz") 

-p,") 
-Pi') 

-Pf!') 
-Pi")' 


Die  tetraedrischen  Coordinaten  der  Punkte 


sind  beziehungsweise: 

Hos  0,  0,  0;    0,  ^1,  0,  0; 


Aj, 


^3 


0,  0,  H^,  0;    0,  0,  0,  Ä 


s< 


Wenn  wir  nun  die  Entfernungen 

Eq^        El,        E^f        E^ 
des  Punktes  (poPiP^'p^!)  von  den  Punkten 

Aqj        A|  ,        Aj,        Ag 


;  ■  '^^ 
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finden  wollen,  so  müssen  wir  in  der  allgemeinen  Formel  30)  fUr 


Po  » 

Pi". 

w. 

Pt 

nach  und  nach 

ffo» 

0, 

0, 

0; 

0. 

»u 

0. 

0; 

0, 

0. 

».. 

0; 

0. 

0, 

0, 

Ä. 

setzen^  wodurch  wir  die  folgenden  Formeln  erhalten: 
31) 9V*E„*  =  -an*F^F,(po'-Ho)pi' 

-a<»*foFtiPo' ~  Ho)Pz 

—ait*FtFiPi'pt' 
-an*FtF,PtW. 

32) 9r*E^*  =  -a„^*F„F,p„^(p^'-H^) 

— «08«FoFaPo>«' 

-ai^'FiFi(pi'-HOp±' 
-ai,*FiFt(pi'-Hi)p,' 
—aa'F^FtP^'pt', 

33) 9F«£,«  =  -flo,«FoF,p„'Pi' 

-«o,«FoF,po'{K-*r^ 
— Oo»*'o'sPoV 
-a„«F,F,/,,'(K-Ä>) 

-aa*F^F,(p^'-B^p,'. 

34) 9F«£s«  =  -aoi*FoF,/»o>i' 

— «oi'FoFaPo'K 
-ao,*FoF,V(/»,'-Ä,) 

-a„«F,FaPi'(K-Ä») 
-.a„«F,F,p,'(p,'-Ä,). 

Hieraus  folgt  durch  Addition: 


in  aügememer  analytischer  Entwickelung,  221 
jpi8intt|                  jggsin  «g             p^  sin  «3 , 

und  nach  23)  ist: 

X  =  sin  «1 .  V-/V.  cos  Wi , 
F=sina,.ViV.co8FFg, 

also   sind   die  tetraedrischen   Gleichungen   unserer  Geraden  nach 
dem  Obigen  offenbar: 

'^ cosTF|        COR  Wz        C0STF3 

Nach  19)  ist  nun: 

,„  sino]        .  sin  er«  sino»  ^.^ 

"Ol  *'oa  "03 

,„      ,     sincTi      ,     sinofA     ,     sina»     ,  ,__ 

also  durch  Subtraction : 

folglieh  nach  38): 

.  r    /8incif|Cos)Fi      sin o«  cos  Hg     sin  1x3  cos  1^8 \ 

Po-Po  =-vr(,      ^^       +      ^ — +       ;^,      / 

Nach  25)  ,16t: 

1    /sincTi  cos  R^i      sin  og cos IFg     sin «3 cos  W^\ 


cos 
Also  ist  durch  Division: 


Po  —Po  ^  ^ 
cos  Wo  ^ 

und  nach  38)  sind   folglich    die  tetraedrischen  Gleichungen    der 
Geraden: 

39)  Po— Po  _-  Pi  —Pi'  _  P^—P*  _P3'-Ps  __  ^ 

^*  '  '    cosfFo]       coaWi         cosTFg        cosIFs 
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Hiernach    haben   äläö    die    tetraedrischen   Gleichungen    der 
Geraden  im  Allgemeinen  die  Form: 

vro  aber,  wenn  X  elften  beliebigen  constanten  Factor  bezeichnet: 
41)....,/  =  icosTfo»  *  =  AcosIFi,  h  =  icoalFt,  3f  =  XcoalFa 
sein  niuAs;  und  da  nun  nach  26): 

Focos  ?ro+ ^1  cosIF,  +  F^cos  IFa+ Fscos  IFs  =  0 
ist,  so  ist: 

42) .  FoJ  +  F,*r  +  FaL+F3il/  =  0. 

Setzen  ivlr  ferner  der  Kürze  wegen: 

43)  ....    Ä=      *«sin«i«  +  L«sina««+Ar«8in«j« 

-f-  ^Kh  sin  «1  sin  «^  cos  Og 

-|- 2  L  Jf  cos  «1  sin  «2  sin  fi% 

-f  2^Arsin  0|  cos  c^sin  «3 , 
so  ist  nach  28): 

alsas 

44) ^=±VS* 

Da  nach  39) 

cosITo         cosFFi         cosl^s         cosWs  * 

und  nach  Vorstehendem: 

cos  IFo  =  -T  j     cos  ITi  =  -y  »     cos  FF^  =  -x- ,     cos  W^s  =  -^r 

ist;  so  ist: 

^x '         Po— K  _  Pi  -Pi  _  P%'-P%  _  ys -j^s'  _  »• 

^^-  •  •     j     -     a:     ""     z     -     ^    —A' 

also  nach  44): 

im     Po—Po  —Pi—Pi  ^P^—P^  —ÖinK  _  ,,a/  ^ 
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Weil 


Fo  1        F,  1    _  F^  1         F, 


s. 


1   _fV       J iV_      _L_IV        _L_iV 

£^  — 3F'*      Ä,'-3F"     if,'  — 3F"      Äg'  — 3F' 

iät,  so  ergeben  sich  hieraus  unmittelbar  die  folgenden  Gleichongeo: 

197) 

fl 

Fr  A  ff  J  ff  A  ff  A  ff 

^^"F-Ve^^^  ^VQi'  ^VQ^^  +VÖ^^»' 

F/  j  #//  A  if  4  in  4  ffi 

^*"F  ""Ve^^^  +VÖr^»   +Vö/*  ^VÖa^«' 
F^      A^iv     ,      A,iy  A^ir  A.^v 

oder,  wenn 

yr  F'  ,  F'  ,  F' 

gesetzt  mrd^  die  Gleichungen: 

198) 

A  in  4  in  A  in  a  m 

Mao  bat  also  die  beiden  folgenden   Systeme  merktvSrdigi 
Gleicbnngen : 


in  allgemeiner  analytischer  Entwickelung, 
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199) 


«.=^«'    Bo'VQo^"**'    Ht'VQi^"**     U^VQt^^'     H^VQ,' 


'0 


^,-^"-iy„'ve„+^>" 


1 


t^," 


H^'vQt^"'*    'Ht'VQt 


) 


*      +^  "   — ' 


1 


■  4  ///  1 »A  Ht    1 j_A  m 


'  =  '^o"^- «7^+^."  •  «-,^  +^.'''«7:f77r+^."^- «-.' 


Äs 

and: 


ÄoVQo 


Bi'VQi^^*     B^'VQ» 


Hs'VQt 


200) 


F..  = 


w 


^/ 


f*0 


f*l 


VOo 


f*0 


+^«' 


^« 


+  ^i'       VÖi-«^^«        VÖa^""»      VQa' 


+  ^8' 


f*3 


f*i 


«       Vöo 


IT/ 


f*0 


+^l 


/// 


VQt 


f*i 


+  ^a" 


»*« 


ve, 


+  A." 


(H 


*  TVTT~t 


S 


VQ 


+  ^ 


+  4 


W         _J*8 


ve* 


§.  26. 
Wenn  wir  die  aus  dem  Obigen  193)  bekannten  Gleichungen: 


A,'Po'  +  AW + A'Pi'  +  A'^'pz  = 

AW  +  ^a>i'  +  ^a"'/^'  +  A'^P»  = 


PoVQo, 
PiVQi, 
P*VQt, 
P3VQ, 


in  Bezog  auf  p^,  pi',  p^,  p^'  als  unbekannte  Grossen  durch 
algebraische  Elimination  auflösen^  so  erhalten  wir  vier  Gleichungen 
von  der  Form: 


.< 
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„  _3F  ^       ZV  _3F  „  _3F 

die  Gleichungen : 

205) 

Well 
H'_3Z:       „,_3»"      //._3>"       „,_3F' 

l>  so  erhält  man: 

206) 

F„'-^=(A«'Fo    +A,'F.    +A,'f;    +A3'F,)V<?o. 
F,'-^=(Ao"Fo  +A»"F,   +A,"F4  +A,"F,)VÖ,. 

f,'  -^  =  ( A^-'Fo  +  A,  «»F,    +  A.-'F,  +  Aa^F.)  VQ. . 

f ,'  ^  =  ( Ao^'-Fo  +  A,  '^F,  +  A,^^F,  +  Aa'^^F,)  VQ, ; 
^«r,  weil  im  vorhergehenden  Paragraphen 

V  V  v  v 

'o'  =  *«o"p'»      F,'  =  (i|-p-.      Fj'  =  (is-p-,      F,'  =  f«a-p- 

iMetzt  worden  ist: 

207) 
,*o  =  (Ao'Fo   +Ai'F,    +A,'F,   +A3'F8)V<?o, 
^  =  (Ao"F„  +A."F,   +A4"F,  +A8"F3)ve,. 
,1,  =  (Ao-^Fo  +A,«'Fi  +A,'"F,  +A,'"F,)VÖ,. 
^  =  (A„^'^F„+Ai^»'F,+Aa'»'F,+  A,'''F,)Ve,. 
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§.28. 
Die  Coordinaten  der  Punkte 

Of,,  4,.  %  Üg 

sind  bekanntlich  (§.  24.)  durch 

0000  Iltl 

Po>    Pt>    Pt>    Pai         Po»    Pi'    P*'    Pai 

S99S  S83S 

Po»    Pt>    P*>    Pai         Po»    Pi'    Pf    Pa 
bezeichnet  worden.    Die  Gleichungen  der  Ebenen 

üiiliils.        iloiltils>        ^AiAt,       üoiliil« 

sind  beziehungsweise  (190)): 

208) 

Ao'Po  +  ^oVi  +  ^o>.  +  ^o"iPs  =  0 , 
A'Po  +  A"Pi  +  Ay,  +  ^i'^Pa  =  0. 
At'po  +  A^'Pi  +  ^«>a  +  A^irp^  =  0. 

4»'Po  +  A^'Pi  +  ^s"';»«  +  A^^^Pa  =  0. 
Also  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

209) 
A'Po  +  ^o"Pi  +  ^0*^  +  ViPs  =  0, 
^o'po  +  ^o"Ä  +  ^o^Pa  +  A^trpt  =  0. 
A'Po  +  ^o"Pi  +  ^o^Pa  +  ^o^'iPs  =  0; 

^i'Po  +  4"pi  +  Ai"^  +  ^li'-pj  =  0. 
Ai'po  +  ^i"Pi  +  A^•«p^  +  ^,^^^  =  0, 
Ai'n  +  ^i"Pi  +  ^rj5a  +  ^i'^JP»  =  0; 

^a'^o  +  A^'Pi  +  '^a'^ft  +  ^a'^P»  =  0, 
^a'Po  +  A^'Pi  +  ^"p*  +  ^«''Pa  =  0. 
^'po  +  ^a"Pi  +  Vp»  +  ^a'^s  =  0; 
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218) 
Äo"Po    -^i'po    +^"Po    -ß»"p«    =0, 
flo-^o    -  a,4o  +  Sli^po  -  Sl^'po  =  0, 

Ganz  ebeo  so  leicht  fiberzeugt  man  sieb  von  der  Richtigkeit 
r  drei  folgenden  Gleichungen: 

219) 
ßo'jj,  - a,'p,  +  £WPt—^'Pi  =  0, 
^ok  -  Ä,  'P.  +  ^'Pi  -  ßj'pa  =  0 , 


§•  29. 
In  den  Formeln: 

V  =  ±Äo'.      ^,'  =  ±ßi'.      ^,'  =  ±Ä,'.      ^s'  =  ±ß»' 
bestimme  man  nun  (m.  s.  §.  24.)  die  Zeichen  so,  dass 

jede  dieser  GrOssen  einzeln,  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdeni 
beziehungsweise  die  Punkte 

Aq  und  Üq,    Ao  und  Ü^ ,     Aq  und  Üs»     Aq  und  Üs 

auf  derselben  Seite  oder  ^uf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 

t^/  I?'  j?'  jf' 

liegen. 

Dann  bestimmen  sieb  die  Zeicben,  welebe  in  den  Formeln 

2a  nehmen  sind,  von  selbst,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Para* 
S^aphen  In  einer  jeden  der  vier  Reihen: 
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220) 

natürlich   in  einer  jeden  dieser  yier  Reihen  für  sich^   die  obere 
und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  die  Grossen 

A  '  A  "  A  "'  A  IV- 

A  '  A  "  AJ"  A  IV. 

-"«  9  ^2    9  -^2      »  ^2  9 

A  '  A  "  A  '"  A  IV 

^3  9  -"3    f  ^3     9  -"3 

richtig  bestimmt,  so  hat  man  nach  §.  26.  201)  die  vier  folgende! 
Gleichungen : 

221) 

A'Po'  +  ^l>l'  +  ^i'W  +  ^l^^/>3'  =  PiVQ^ , 
^2>0'  +  ^2>l'  +  ^2'>2'  f  *42^^>8'  =^  ^2V02, 
^S>o'  +  ^3>l'  +  ^3>2'  +  ^s'^Pb'  ==  /'3VÖ3. 

Aus   diesen   vier   Gleichungen    ergeben    sich    durch   Multipü' 
cation  mit 

0  12  3 

P09         Po9         Po*         Po 
die  vier  folgenden  Gleichungen: 

222) 

^o'PoPo'  +  ^o'PoPi  +  ^o'VoPa'  +  A^^PoP»  -  PoPoVQo' 

^i'PoPo'  +  A"PoPi'  +  ^i"'Po;>*'  +  Ai'f'poP»  =  PtPoVQi , 

^tPoPo  +  ^*"kpi'  +  ^»'poPi  +  ^t^^PoPz  =  PiPoVQf 

At'p^o'  +  ^8"PoPi'  +  ^»""PoP*'  +  ^i^^PoPi  =  ^.^ove, ; 
Vfkd>  d«  nun  nach  218)  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


u^  aUgemeiner  analytischer  Entwickdung.  305 

"y  .    .    -  3P' 

-   Fo'  ~  F/   -  F.'  -  F3'  • 

Hieraus  folgt  auch: 

Fo':Fi':F,':F3'  =  VÖo:Ve,:Vea:Ve8. 


Aumerkang. 

Bekanntiicb  lässt  sieb  der  Fläcbeninbait  eines  Dreiecks  aus 
lernen  Seiten,  der  körperliche  Inhalt  eines  Tetraeders  aus  seinen 
Xanten  finden.  Nach  im  Obigen  entwickelten  Formeln  kann  man 
i^ber  die  Kanten  eines  jeden  Tetraeders  aus  den  tetraedrischen 
^Coordinaten  seiner  Ecken  finden.  Also  lassen  sich  auch  die 
lllickenräume  der  Seitenflächen  und  der  körperliche  Inhalt  eines 
Ifeden  Tetraeders  aus  den  tetraedrischen  Coordinaten  seiner  Ecken 
wen,  ein  Gegenstand,  auf  den  wir  späterhin  zurückzukommen 


^eü  LnL  20 


308      Grunert:  Das  tetruedrische  oder  quadriplanare  Coordinatensystem 

oder,  iveil  nach  8) 

JB 1^  G^_l 

VN  ""  vr'       iv  "■  r 

ist,  die  Form: 


2 


2 


2 


=  0. 


sin  »2  8in  ^3 

^08    '    ^Wt    '    ^02^08/  '^ 


Nach  15)  und  18)  ist: 

Vr  -  flo2«o3 Vr  "  «02^03  ■      2Fo      -  "«»  Fo ' 

siggfl  _       2Fg       _    2Fa     Api  ^02^08  _        :?2 
vr  -  aoi«o3Vr  -  aoi«o8  '      2Fo      ""  "^*  ^0  * 

sin ogg  _       2F8 2F8     floi^oiOga  _        ^. 

vr  -  aoiaoaVr  -  «01002  *      2Fo      -  «^8  jp^  » 

also  fvird  die  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten  Grades: 


.y 


2 


308      Grunert:  Das  tetraedrische  oder  quadriplanare  Coordinatensystan 

oder,  iveil  nach  8) 

JS 1^  ^_1 

VN  ""  vr'       iv ""  r 

ist,  die  Form: 

rt/w^       «/        G  AT    \  sin«,  sin «q 

=  0. 


Nach  15)  und  18)  ist: 

Vr  -  flo««o3  Vr  -  a^^aos  '      2Fo      ""  "«*  F«  ' 

sin«a  _       2Fg 2F2     api  ^02^03  _        ^ 

vr  -  aoi«o8Vr  -  aoi«o3  '      2Fo      ""  "^*  ^0 ' 

sin  ogg  _       2F8 2F8     flMffoa^  _       :^ . 

vr  -  floi«oaVr  -  aoioo« '      2Fo      -  ''^^  F« ' 

also  wird  die  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten  Grades: 


^ 


314      Grüner t:  Daß  tetraedrüehe  oder  quadriplanare  CoordmateMUfgiem 

=^+.„.^,(.-1-1) 

2FoF,e  ,_  ^  /Fi  ^    .   Fj  ^  \ 

-FoFjFa^^  +  ^Jü. 
—  Fol^iFsf  ^  +  3pyös 

=  -^^  ^jp  — («o**+«i«*— aoi*)FaÖ8 

—  («08*  + ai3*— «Ol')*^3Ö8 

^F  F  i  0  \ 

==■    3p^  Ißp  — «o«fli«Fa5j|Cos(ootOia)  / 

—  «03«! 3 Fs Ö8  COS  (OosOi 3)  / 

Durch  ganz  ähDlicfae  Entwickelunp:  aller  CoefBcienten  von 

Po*,        Pi*,        Pa*,        i»s*; 
;>oPi,    PoP^y    PoPzy    PiPt*    PiPs»    P9P3 

und  Multiplication  der  ganzen  Gleichung  mit  3F  erhält  man  nun 
folgende  allgemeine  Gleichung  der  Kugelfläche  zWidetten  tetraedr» 
sehen  Coordinaten: 


Bi  ailgemtuter  (uu^lüt^cr  Eolmcktliing.  315 

237) 
''«'{äy-  («oi'Fiöi  +  •»•f.S,  +  •m»*'."»)}  Po' 
+  ''i'{3p-(«oi'fo'>o  +  «is''na,+  «i.'i',Bj)!>," 
+  f.'  {  3p  -  ("«"''.üo  +  o,  j'f ,  S,  +  Oa>F,5,)j  p," 
+  f.*  { 3p-  («o.'''o5„  +  a„'F,  B,  +  oa'f.B,)}  p,« 
+  2F„f,  jjp-OMn,aF,iS,co.(ci,«o,j) 

—  On8«|»'»"»Clt*!((lMO,s)  J 

+  2fof,|p;— ii„,r.„F,5,cos(i,„,o„)) 

—  ".»«M^'aösCosCoosaM)  ' 

(0  _  'i 

+  2F,F,  {  sjj^— OoiaoBfo^o^nsCoaiao»)  ( 

—  a,s(i^F,Üf  co8(a|tau)  ) 
+  2FtF,|jp— «uj'r„afoÖ„cos(ooa«o8)  ) 
— fliaOtsFiö,  cos  {«,30,8)  ) 
=  0. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  lies  Mittelpunkts  der  Kugel- 
äche  von  den  Punkten  Ag,  A,,  A^,  A^  beziehungsweise  durch 
io>  Et,  E^,  Eg,  so  ist  nach  31): 

J8) 9F»JSo«  =  — <7fl,'FoF,ö,(ü„-ö(,) 

—  -ffo) 
-ffo) 

—  a,j«F,F,ü|Ö4 

—  Ois'F.Fsö,«, 

—  OijäF.FjUaÖB 

=  Foffo(floi*fi«i  +Oo,«F,Ö,+  Bo.'f>ÖB)-{e-ÜFV*), 


■  .*1 


316      G runer t:  Das  tetraedriache  oder  quadriplanare  Coordinaien^gUm  etc 

also: 

0  =  Fo^o(aoi*^iöi  +  aoa*i^2Ö,+iio8*^8S8)  +9  F«(r«-£o') 
=  3F(aoi«Fiöi  +  ao«*FaO,+iio3«Fs58)  +  9^*(r*— ^o*). 
und  folglich: 

239) 

^-(«oi«Fiöi  +ao2*F.5,  +  ao8'^8Ö,)  =  3F(r«-£:o«), 

so  dass  also  überhaupt: 

240) 

3P~  (floi'Fiöi  +  «(«^Fjöa  +  ao8^^8Ö8)  =  3  F(r«.-£o*) » 
3p-  (aoi*Foöo  +  a,a*F,5«  +  «u'^aög)  =  3  F(r*-  fi^«) , 
^-(«0**^00  +  «12*^1 5i  +018*^808)  =  3F(r«-£;a«), 

p^~  («08*^000  +  «18*^1 5i  +  «28*^«Ö4)  =  3  F(r«-  E,*) 

ist. 

Mittelst  dieser  und  anderer  leicht  zu  findender  Formeln  kai 
man  die  obige  Gleichung  der  Kugelfläche  noch  auf  verschieden 
Arten  umgestalten^  wobei  wir  aber  jetzt  nicht  länger  verweile 
wollen. 


318        Grunert:    Fläckenrnhak  eines  ebenen  Dreietks  im,  Räume  und 

in  diesem  neuen  rechtwinkligen   Coordinatensysteme   beziehungs- 
weise durch: 

&)»     ^0*     &>;         lii     Vi»    Si9        ^a»     V2>    Ss- 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  weicht 
die  als  von  3§q  ausgehend  gedachten  Linien  MqMi  und  ß^oM* 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  ^,  tj,  ^  einschliessen 
beziehungsweise  durch 

«üi>   /^oi»   rpi      «n^      «02»   ßo2'   yo«; 

sß  \^t  liekanutlivb  in  völliger  Allgemeinheit: 


li«fc  +  #o4^i^Wef^i>     Mn4     fe|==So+-Wo4f2.<?o««o«. 


m  ==  vio  +  MoJIfi ,  ooa  ßoi ,  «/a  «=  %  +ilfolf2'.caßjSot, 


?!=&>+  ^0^1  -cosyoi  £2^6)+  ^o^a-cosyoa; 

also: 

und 

'^•*'"'«=^^'    '="^^-=^',   •="'^-=«- 

Weil  nun,  wenn  wir  den  Winkel  üfiM^M^  des  gegebeRen 
Dreiecks  i«i  Rattlft^  4w«to  4Fo  feezi^IvbftöRji  napb  ei^^r  bekannten 
Formel : 

cos  Mq  =  cos  «Ol  cos  «02  +  cos  jSoi  cos  j5o2  +  cos  yoi  cos  yo« 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

^        (li  -  &))(l2-  §0)  +  (^1  ~  W(^a~W  -I-  (&!  ~So)(S2-&)) 

oder: 

cos  /»rt  =  ^ ' ' 

und  folglieh : 


326        Grunerti    Flächeninhalt  eines  ebenen  Dreiecks  im  Baume  und 

VN 
T  =  -^  .  Val.  abs.  (A^Xq  +  B^q  +  Co^b  +  ^o)> 

VN 
T=  ^  •  Val.ab8.(^iari  +  B^yi  +  CiZi  +  D^), 

VN 
r  =  -^  .  Val.  abs.  (A^a^  +  iSj^a  +  C^z^  +  />«), 

T  =  -g-  .  Val.abs.(/43a73  +  B^jf^  +  (^23  +  ^a)- 


§.  3. 

Wenn  man  die  Ecke  Mq  als  den  Anfang  des  Coordinate 
Systems  der  xyz  und  die  Kanten  MqMi,  Mq^^,  Mq^z  &'s  ^ 
positiven  Theile  der  Axen  der  x,  y^  2  annimmt^  so  ist: 

^0  =  0,  yo  =  0,  2o  =  0; 


ar,  =  Mo^u     Vi  =0,  2i  =  0; 


^a  =  0,  y%  =  M^M^,     «2  =  0; 


0:8  =  0,  ^8  =  0,  28  =  ^0^8; 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


und  daher  nach  demselben  Paragraphen; 
Setzen  wir: 


{xy)  =  ^MiMqM^  =  a. 


(y2)=:^M^MoM^=:ß, 


{zx)r=z  j;:::M^MqM^  =  y; 


80  ist: 


iV  =  1  —  cos  (ary)*  —  cos  (yz)*  —  qos  (zar)*  +  2cos  {xy)  cos  (^^2)  cos  (z^! 
=  1  —  cos  «*  —  cos  j3*  —  cos  y* + 2cos  »cos  jS  cosy , 

also: 


^       V^l— cosa*--cos/3*— cosy*+2cosacos/Jcosy  -^  ,^    =3-^   irü 


332        Grüner t:    FlSckmMalt  eines  dienen  Dreiecks  im  Bemme  vnd 


SO  ist: 

also: 

■ 

-^  +  ß  +  c+D  =  =:^  +  ^'  +  ^'  +  ^ 


J— B  +  C+Z>  = 


i4  +  Ä— c+/>  = 


j+Ä+C— />  = 


A'  +  B'+C'  —  D' 


also  nach  dem  Obigeo: 

/       (— .I'  +  Ä'  +  C'  +  Zy) 

y^  (x(     J'  +  ^  +  C'-Z>') 


«1  cr^aa 
Setzt  man: 

Ä  =  (*i  —  6i)(*2  --  Ä2)(*3  ~  ^3); 

SO  hat  man  die  folgenden  Formeln: 

A'  =  V(*i  — a2)(*a-^ö8)(«3  — fli)-(«i  —  «3)(«2  — «i)(«3— < 


^  Ä«U« Ön) 


wo  offenbar: 

Ä'=?=  VÄÄ.tangJa,     C^  =:=  VSS.tangJ/?,     D':=SrRS. 

ist.    Mittelst  dieser  Formeln  können  yl',  ß',  C\  D'  leicht  h 
misch  berechnet  werdep. 


330        Grunert:    FlächenMatt  eines  ebenen  Dreiecks  im  Baume  und 

Fetner  überzeugt  man  sieb   sogkich  von   der  Richtigkeit 
folgenden  Ausdrücke: 

sip  i(«  +  /5  +  y)  =      sin  |a  cos  iß  cos  4y 

-f  cos  |a  sin  iß  cos  iy 
-f  cos  ^  cos  i/}  sin  j^ 

—  sin  ia  sin  iß  sin  iy, 

sin i( —  «  +  /5  +  y)  =  —  sin  ^o  cos  iß  cos  iy 

+  cos  idi  sin  iß  cos  ^ 
+  cos  jocos  ißsm  iy 
-f  sin  i«e  sin  i|3  sin  ^y , 

sini(a— ß  +  y)  c;:      siniotcosJ/JcosJy 

—  cos  ia  sin  iß  cos  4y 
-f-  cos  ia  cos  ij3  sin  Jy 
•f  sin  ia  sin  ^]S  sin  iy , 

sin  4(«  +  /? — y)  =      ein  i«  cos  J/J  cos  iy 

+  cos  jasinj/Scosiy 

—  cos  ict  cos  iß  sin  iy 
4-  sin  ia  sin  ij3  sin  iy ; 

und  setzt  man  nun  der  Kä'rze  wegen: 

A  =?:  si^iasini/?siniy, ' 

B  =  sinia.cosij3cosiy, 

C  =:?  cos  ia  sin  i/3  cos  iy , 

D  =  cosiixcosi/^siniy; 

so  ist: 

s\nUa  +  ß  +  y)  =  —A  +  ß ^  C  +  D, 

sini(-a  +  jJ  +  y)=      A  —  ß  +  C+D, 

sini(a-jJ  +  y)=      ^  +  Ä— C+Z>, 

«ni(o  +  /J— y)=      A+B+C—D; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

/      (-A+B  +  C  +  D) 
„_,  4/)X(     ^-Ä  +  C  +  D) 

(x(    J  +  Ä  +  C-D) 


*x 


InhaÜ  des  Tetraeders  im  Bawm.  331 

Setzt  man  non  ferner  der  Kürze  wegen: 

's  —  ö|  +  «2  +  *3  . 

*2  =  '3f8  +  fll  +^2; 

)  ist  bekanntlich: 

cos«a^W    »  SinM::±=w    ^-^^ ^ ' f 


cos 

80 

I 


==  iTC'i  -  q2)('i  -  «a)  .  4/"(<2  -  g8)('2  -  Ol)  .  4/"(*8-gi)fa-gg) 

ß  -a  iT^lC*!-^!)  .  iT^gC^a  -  ^»)  .  4/  (*8  -  «l)(*8  -  ««) 

__  V^(^i  —  Qg)(^i  —  Og)  -^(J»  -  ^)»*a('3  ^  ^3) 


_  V  ^1  (5i  —  6| ) .  (^t  —  «3)  (j>a  —  Ci ) .  s^jss  —  63) 

^^etzen  wir  nun; 

A'  =  V  (*i  —  aa)(«2— «8)(«8  — «i)-(*i  — «3)(*a— «i)(*8— «•)» 

C  ==  V^5a*a(*i— «a)-(*a— 6a)(«s-- *8)(*i""g8)» 

/)'  =  V*3*i  («2 — 03)  ^  (*8  —  ^sX«! — *i)(h — «jf ) ; 


336        Grüner t:    FlächeninhaÜ  eines  ebenen  DreieeJcs  ün  Baume  wnd 
so  ist: 

folglich  nach  §.  2.: 

Bekanntlich  ist  nun: 

2F,  2Fft  2F. 

sin  (v2)  = ^ »         sin  (za:)  = »         sin  (a:v)  = ^-  \ 

^  «oäOos  «osOoi  ^        «Ol  Od« 

also: 

8iD  (^T»)  8in  (3,x)  sin  («;)  =  „^y^J^r 

Ferner  ist  bekanntlich: 

6F 


^oi^oa^os 


also: 


ZV  = 


36  F« 

.  O  9  tt  ' 

«Ol   «0«  «08 


und  folglich 


216  F« 

floi*«o»*öos* 


Also  ist: 


sin  (ary)  sin  (yz)  sin  (zar)  _    Sfi  F^F^      Ooi^t^OOT* 
6^  ""  aoi*«oÄ*«o8* '      216  F*     ' 

folglich: 

sin  (xy)  sin  (yz)  sin  (za?) fi  F^F^ 

62V  "*    27F«   ' 

was  nach  dem  Obigen  unmittelbar  zu  dem  folgenden  merkwür- 
digen Ausdrucke  des  körperlichen  Inhalts  des  beliebigen  Te- 
traeders MqMiM^M^  führt: 

T  =  ^^.  Val.abs.(^o'+Äo'+Co'+/>o')- 


§.5. 

Der  vorstehende  Ausdruck  von  T  lässt  aber  noch  eine  ^^' 
formung  zu*    Setzt  man  nämlich: 


Hoch  heim:    Ueber  eine  windschiefe  Flache,  363 


y  =  ±x^^\ 


inD  ist  der  lobalt: 


ab 

X\2 


") •'=^A/vi*' 


0  u 


^mnacb: 


/ 

h 

f 


^  VT ,      .  xz^ 


^dz  = 


8  


Va  Va 


xSTz.        -  xbi 
dz  =  1 


sTa    ^'\r2 

etzen  wir  diesen  Werth  in  (31)  ein,  so  ergiebt  sieb: 


a 


Iso: 

«) ^=."^- 

Die  Ebene  o;  =  a  scbneidet  die  windsebiefe  Fläcbe  in  einer 

arabel    (^  =  JiaV   -j).     Bilden   wir  über  dieser  Parabel  einen 

sraden  paraboüscben  Cylinder,  dann  ist  das  Volumen  desjenigen 
uTpers,  welcber  von  der  krammen  Oberfläcbe,  der  ^z-Ebene  und 
»n  beiden  Ebenen 


« 

X  :^  a,    • 

y  =  b 

egrenzt  wird: 

;3) 

a*b\nb 

W         A                                      m 

v^y      •          ...... 

■       '        Va 

Aus  (32)  und 

(33)  folgt: 

J:J,  =  1:2, 

.  h.  das  Volumen  desjenigen  Körpers^  welcber  von  dem  parabo- 
scben  Cylinder  und  den  Ebenen  x  =  0,  a?  =  a,  z  =  6  einge- 
eblossen  ist,  wird  durch  den  darin  liegenden  Tbeil  der  wind- 
chiefen  Fläche  balbirt. 


und  der  geographischen  Position  der  Dreieckspunkte  etc.  367 

2.  ßerecbnung  der  spharischeD  Abstände  AC  =  0x  und 
'B  =  öy.  'Man  findet  Cx,  ^ie  leicht  einzusehen  ist,  aus  der 
leichung 

Ox  =  «2  —  **     (ß)' 

Den  sphärischen  Abstand  CB  =  Cy  erhält  man,  mittelst 
n Wendung  der  Ne per' sehen  Regel  aus  dem  erwähnten  sphärisch 
chtwinkeligen  Dreiecke  PCB^  indem  man  hat: 

sin  iSy  =  sin  cocosiii, 
sintii 

cos  Cii  =  — ; • 

^       Sin  % 

Die  obere  Gleichung  durch  die  untere  dividirt  gibt: 

sinifA 

3.  Verwandelt  man  diese  sphärischen  Abstände  in  die  geo- 
itischen  Linien  nach  der  Formel  (1),  wodurch  die  zu  suchenden 
Dordinaten  gefunden  sind. 

Die  erwähnte  Formel  modifizirt  sich  jedoch  wie  folgt: 

1)  Zur  Berechnung  ?on  x. 
In  diesem  Falle  ist  das  Azimuth  a  =  0,  daher 

tngilf  =  tngti, 

sin  M       . 

cosm  =  —. —  =  I, 
Sinti 

m  =  0. 

Somit  die  Formel  (I)  übergeht  in: 

(y;,  =  Ya;  +  (/5)co5  (-211+ (T^r)  sin  (rx+  .   .    .    .    .  (III) 
'Oraus  für  die  Coordinate: 

^  =  7^  !  <y.r -  (l5) cos (2m  +  <yx)sin0x— >     (d) 

►Igt. 

Das  Argument  der  Hilfstafel  wird  (weil  m  =  0  gleich 
g-^, -  =  8*9136594)   und  somit  auch  die  Faktoren  («)  und 

0  konstant.     Man  findet  für 

(a)  =  5-313  6973  (/?)  =  2538  1120 


und  der  geographtMchen  Position  der  Dreieckspunkte  etc,  371 


ZisaMBcnstelluig  der  IfonMln. 

I. 

Zur  Berechnung  der  geodätischen  Coordinaten. 

Gegeben  ist: 

Sr  den  Punkt  A  die  geographische  Breite =  9. 

.»      99        ,j      „     »    reducirte  „  =  t«  *). 

benso  für  den  Punkt  B  die  geographische  Breite  .   .   .  =  9)1. 
99         >>      5>         w      »>      »>    reducirte                ^y        ...  =13:  2£|. 
'er  sphärische  Längenunterschied =  co. 


Zu  suchen  für  den  Punkt  B  mit  Bezug  auf  den  Punkt  Äi 

ie  Abscisse  (auf  dem  Meridian  gezählt) =  ^. 

ile  Ordinate  (auf  dem  Perpendikel  gezählt) =  jy. 

1. 
tngiia  =  — ^-^. 

°  cos  CO 

3. 

sinw^  . 

tue  <Jt/= 8in  0). 

"    ^      tng  tii 

4. 

a:  =  7-T  <  (Ti  — (jS)co8(2u  +  (rx)sin(rx  — ? 

lojr  6  =  6.  513  3693.  639  (för  Toisen) 
(a)  =  5  •  3) 3  6^73.  (ß)  =  2  -538  1 ) 20. 

y=z  T^Aoy-[-{ß)QOsaysmOy-\r  ...      ^ 


) 


ö 
•),     tnga  =  -tng9). 


log-  =  9-998  6458.  202—10. 
a 


24 


» 


372  Andres:    Berechnung  der  geodätischen  CoordincUen 

Argument  der  Hilfstafel: 


II* 

Berechnung  der  Breiten,  der  Längenunterschiede  un^ 
der  Aziniuthe  der  Dreieckspunkte  aus  den  gegebeoei 

Coordinaten. 

Von  dem  Punkte  A  ist  bekannt: 

Die  geographische  Breite =  (p. 

„    reducirte  „        :=  m. 

99    geographische  Länge =  L. 

Das  nordöstliche  Azimuth  von  A  nach  B ^  o. 

Die  Abcisse  (Abstand  vom  Perpendikel))  des  Punktes  j&  |  =  x 

„    Ordinate  (Abstand  vom  Meridian)   ;  mit  Bezug  auf  2^  (  =  y-    | 

j 
Zu  rechnen  für  den  Punkt  ß: 

Die  geographische  Breite =  (pi' 

„    reducirte  „         =  «i- 

Der  sphärische  Längenunterschied =  0. 

„    sphäroidische  „  =zic. 

Die  geographische  Länge =2/|. 

Das  nordöstliche  Azimuth  von  B  nach  A =ffi. 

1. 

(ce) 

üx'  =  Y^  +  (ß)co8(2u  +  0jc)8\nax  + 


(a)  =  5  •  313  6973.  (/S)  =  2  •  538  1120. 

log6  =  6-513  3693-539  (für  Toisen). 

2. 

3. 

V'  =  y  y-  (/5)cos  tfy  sin  tfy— 


•  ••• 


! 
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[uraent  der  Hilfstafel: 

log  ^,^'""^  ,     log  -r-^ =  8-915  7613-2. 


4. 
siutCi  =■  sxnu^cos  0y, 

log|  =  0001  4541 's. 


5. 
tang  (ftf 

tng  ©  =  —r-—^ 


C^COStl^ 

Vl-fc* 


I  (a')<^y— (/5')cos<yySin<yy— | 


e« 


log   3  =7-829  319. 


ument  der  Hilfstafel: 


,         «Vi       . 


'»gvi^*=^"^^'^''" 


X/j  =  L  +  w. 


6. 

cos  tt 


—  sin«!  =  sioa 


COStli 


374  Andres:    Berechnung  der  geodätischen  Coordinaten 


Beispiele. 

Ad  1. 

Es  sind  die  geodätischen  Coordinaten  für  den  Punkt  Kunig 
berg  mit  Bezug  auf  den  Punkt  Trunz  (preussische  Gradroessoi 
und  Bayer 's  Kustenvermessung)  zu  berechnen,  indem  gegeben  h 

fiir  Trunz.  für  Königsberg. 

q>  =  54*>  13'  1 1".  46  q>i  z=    54»  42'  50".  50 

tt  =  540   7'  43".  70  ui  =    54«  37'  24".  65 

a  =  480    QA  52'/.  53  «,  =  228»  56'  52".  33 

(0=00  57'  39".  89 


1 


logtng?!,  =0-148  7138-3 
log  cos©  =9-999  9389-3 

logtngM2  =  0-148  7749-6 
11^  =  540  37'  37".  34 


2. 

M  =  54o   r43^70 

(y;r=   0^29' 53".  64 
6x  =  1793".  64 


3. 


logsin«  =8-224  6306*0 

logRin%=  9-911  3712-4 

d.  Erg.  logtngMi  =9*851  2861-7 

logtng(?y  =  7-987  2880-, 
<fy  =  0«  33'  23".  08 
ay  =  2003"  08 


und  der  geographischen  Position  der  Dreieckspunkte  ^tc.  375 

4. 

a)  Berechnnng  von  x, 

(/?)  =  2-538  1120 
logco8(2ti  -h  a«)  =  9*507  2232  neg. 
logsiDg^=:  7-785  4342 

log II  Glied  =  9-830  7694  neg. 
ZahlIIGIied=— 0".677 
Cs  =  1793".  640 
tf,  — II  Glied  =  1794".  317 
log(cr,— II Glied)  =  3-263  8992-. 

log6  =  6-513  3693-5  (add. 

(«) 


7^  =  4-686  3027-0 


Joga;  =  4-463  6712-y 
:i;  =  28416-54  Toisen. 


b)  Berechnung  von  y. 
log  Sintis  =  9-911  3753 
log  77=4==  =  8- 913  6594 

Argument  =  8-825  0347 


s  der  Hilfstafel : 


(/S)  =  2'36  140 
logcos<?y  =  9-99  997 
log  sin  (Ty  =7-98  749 

logllGlied  =0*34  886 
ZahlIIGIied  =  2".23 

ßy  =  2003".  08 

<ry  +  IlGlied  =  2005.  3T 

log  (cy  +  II  Glied)  =3-302  1815  « 

log 6  =  6-513  3693*5  \  add. 
d.  Erg.  log«  =  4*686  0591*7 

log  2^  =  4-501  6100-8 
y  =  41740.  229  Toisen. 
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Ad  U. 

£s  ist  die  geographische  Breite,  die  Länge  und  das  Azimat 
von  Königsberg  zu  berechnen,  indem  bekannt  ist: 

Vom  Punkte  Trunz:  die  geographische  Breite  g)  =.  54®  13'  WA 

,i    reducirte  „         m  =  54®    7'43".i 

Das  nordöstliche  Azimuth  nach  Königsberg        a  =  48®    9'  52".  l 

Ferner  sind  die,  mittelst  der  Formein  der  ebene 
Trigonometrie,  berechneten  Abstände  des  Punktes  Kunigsbei 
vom  Meridian  und  Perpendikel  des  Punktes  Trunz: 

X  ==  28  428-24  Tois.  y  =  31  755-72 

logo:  =  4-453  7499-3  ^o^y  =  4*501  8221  •« 


1. 


(«)  =  5-313  6973-0  (|S)  =  2-538  1120 

d.  Erg.   log6  =  3-486  6306-5-io     logcos(2M+(r/)=  9-511  2329  ne| 
log  a:  =  4  •  453  7499  •  3  log  sin  a/  =  7  -  939  6338 


log^l.Nhgsw.ö/ =,3-254  0778-8  logll  Glied  =  9-988  9787  oeg 

1. Nhgsw.  a/  =  1795".  040  \  11  Glied  =  —  0".  975 

lIGIied  =  — 0-975     j 


definitiv  (yx=  1794"  065 

öx  =  0®29'54".065 


2. 

tt  =  54o   7' 43".  700 
(Sx=    00  29' 54".  065 

ti^  =  54®  37'  37".  765 


3. 


log -7==.  =  8-915  7613 
Vi  —  e^ 

logsin«2  =  9'91l  3734 
Argument  =  8-827  1347 
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(«)  =  5-313  9361-0  (ß)  =  2-36  559 

logy  =  4-501  8221-0  logcos  V  =  9-99  997 

L  Erg.  log6  ==  3-486  6306-a-io  'ogs""«  V  =  778  876 

l.Nbgsw.öy'  =  3-302  3888-5  log  II Glied  =  0-254^2 

l.  Nhgsw.  oy'  =  2006"  267  Zahl  II  Gflied  =  1".  796 

—  II  Glied  =  —  1".  796 

definitiv  6y  =  2004".  471 

Cy  =  W>  33'  24".  47 

4. 

log8in?/a  =  9-911  3720-4 
Iogco8(yy  =  9-999  9794-3 


logsioMi  =  9-911  3514.y 

m  =  540  37'  24.'^  06 
log tngtti=0148  7111 -e 

log^  =0-0014541-8 

[og<pi  =0-150  1653-4 
(Pi  =  540  42'  49".  99 
Bebachtet  wurde    54<>  42'  50".  50 

Differ^i^^  0".  51 

nit  eine  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung. 

5. 

logitng<yy  =  7-987  5857*0 
logcosM2  =  9-762  5995- 

logtngfl)  =  8-2-24  9861-3 
(o  =  00  57'  42".  34 

Argument  =  8  762  19 

(a')  =  9-69  87  29  (ß')  =  1  '754 

logffy  =  3-30  19  95  logcos<yy=  9-999 

p2  logsinö^  =  7-989 

\oQ-^ =  7-82  51  37  -^ 

Vn::^^  logÄ  =  9-742 

'  Ä  =  0".  552 


log^  =  0-82  5861 
A  =2  6".  696 
ß  =  0.  552 
.4  — i?  =  6"144 

w  =  «-6".  144  =  0«  57'  36".  196. 
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Inte^ation  der  linearen  Differentialgleichung 

yin)  =  AxY+Bxf/+Cy, 

1  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl,  die  grösser  als 
2  ist,  und  ^,  i7,  C  constante  Zahlen  bezeichnen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Professor  am  k.  k.  Polytechnikum  in  Wien. 


Das  Integrale  der  Gleichung 
kbe  ich  im  3.  Bande  der  mathematischen  Annalen  Seite  453  in  der 


orm 

00      />  00 


0  0 

egeben,  in  welcher 
nllkürliche  Constante,  femer 

"\  ArJ  •  •  .  Äff 

ie  n  Wurzeln  der  Gleichung 

1^  =  1 

Dd,  und  a  und  ß  positive  Zahlen  (oder  solch j  ^ii":a?:in^rc  ZiihlÄ:?!. 
'i*en  reelle  Bestandtheile  positiv  sind)  bezeichn.- 

Xheil  Lm. 


y(n)  =  Ax^y«  +  Bxy'  +  Cy.  387 

Es  folgt  aber  aus  (3) 

y  =  C^+C^+C^x^+C4X^ (4) 

^r  Ci  C^  C^  C4  willkürliche  Constante  verstanden.    Da  dieser  Aus- 
ick  4  willkürliche  Constante  enthält,  so  repräsentirt  er  4  particuläre 
le  der  Gleichung  (3),  wenigstens  eines  dieser  particulären  Inte- 
gehört  daher  der  Gleichung  (2)  an.    Um  dieses  zu  finden,  setzen 
den  in  (4)  aufgestellten  Werth  von  y  in  (2)  und  bestimmen  die 
inten  C^  C^  C^  Q  so,  dass  der  Gleichung  (2)  identisch  Genüge 
ieht. 

Will  man  die  lUchnung  wirklich  ausführen,  so  ist  man  genöthigt, 
n  in  der  Gleichung  (2)  zu  specialisiren.  Nehmen  wir  an,  es  sei 
3,  alsdann  hat  man  die  Gleichung 

/'  =  «V'+(i3-2)V-3/5y (5) 

man  in  selber 

Lt  man: 

^=:  xc2(2C3+6Cia;)+(|5-2)a;(C2+2C3a;+3Qa:2) 

-dß{C^+C^+C^x^+C4X% 

L  diese  zer&Ut  in  folgendes  System  von  Gleichungen: 

0  =  6(74+3(j5— 2)C4— 3/5C4, 
0  =^  2C3+2(/S— 2)(73— 3|3C3, 
0  =  (/5-2)Q-3i3Ci, 

|:  Ans  ihnen  ergiebt  sich: 

:  Q  =  C3  =  0, 

Demnach  erhält  man 

y  =  Q(a;3~|), 

einfacher 

Lcoläres  Integrale  der  Gleichung  (5). 
Gfenan  auf  dieselbe  Art  kann  man  verfahren,  wenn  « =  —  4, 


•i'i 


...  ist 

2b* 
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WO  eine  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  nicht 
Statt  findet,  sondern  in  beiden  Ausdrücken  die  Zeichen  nur  so  zu 
flehmen  sind,  dass  die  Grössen  unter  den  Wurzelzeichen  positiv 
werden. 

Nach  Thl.  LI.  S.  304.  und  S.  305.  wird  die  Curve  in  zwei  Fällen 
eiao  Ellipse,  nämlich  wenn 

A>0,        B>0; 
AE^'\'BD^+FC^-'ÄBF—2CDE  >  0; 


^i^d  wenn 


C^—AB  <  0, 

^<0,        5<0-, 

AE^+BD^-{-FC^'^ABF^2CDE  <  0 


ist 


Nach  Thl.  LI.  S.  281.  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander:  / 

2Psin  a*  =      A-^B— 2Ccos  a 

+  y(^—B)2+4(C— ^C08a)(C— ^cos«), 
2Qsina2  =      ^+^--2(7cosa 

+y(^— 5)2+4(C— ^cos«)(C7— ^cosa); 

also,  wie  man  durch  Multiplication  leicht  findet: 

oder: 

PQ  =  — ; — ^- , 
sina* 

so  dass  also  im  Falle  der  Ellipse  ^tets 

PQ>0 
ist. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  S^  so 
ist  nach  dem  Obigen  und  dem  bekannten  Ausdrucke  des  Flächen- 
inhalts der  Ellipse  durch  ihre  Halbaxen  offenbar: 

^      9ryal.abs.  .^ 
ß  = 7= — , 
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\\m. 


Der  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  die  Coefficienteni 
ihrer  allgemeinen  Gleichung  für  cartesische  und^ 
trimetrische  Coordinaten  ausgedrückt.. 


Von 

dem  Herausgeber. 


L 

In  meiner  Abhandlung:  Allgemeine  Discussion  der  Gl«| 
chung  der  Linien  des  zweiten  Grades.  Tbl.  LI.  Nr.  XXV 
S.  319.  §.  7.  habe  ich  mit  Bezug  auf  eine  Stelle  in  den  Werken 
Gauss  in  einem  besonderen  Falle  den  Flächeninhalt  der 
durch  die  Coefficienten  in  ihrer  Gleichung  für  cartesische  Cooi 
naten  ausgedrückt.  Ich  will  jetzt,  was  ich  damals  unterliess, 
jene  Abhandlung  nicht  zu  weit  auszudehnen,  diese  Untersuchung  gij 
im  Allgemeinen  anstellen,  wobei  der  ganze  Inhalt  der  genannten  il 
handlung  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  und  also  auch  4 
Ellipse,  für  cartesische  Coordinaten  ist: 

Äx^+By^+2Cxy+2Dx-\-2Ey-\-F=  0, 

wobei,  wie  in  der  genannten  Abhandlung,  der  Coordinatenwinkel 
«  bezeichnet  werden  soll. 

Nach  Tbl.  LI.  S.  317.  sind  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse 


.] 
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WO  eine  Beziehung  der  oberen  nnd  unteren  Zeichen  aof  einander  nicht 
Statt  findet,  sondern  in  beiden  Ausdrücken  die  Zeichen  nur  so  zu 
nehmen  sind,  dass  die  Grössen  unter  den  Wurzelzeichen  positiv 
werden. 

Nach  Thl.  LI.  S.  304.  und  S.  305.  wird  die  Curve  in  zwei  Fällen 
eine  Ellipse,  nämlich  wenn 

^>0,        J5>0; 
AB?+BD^'{-FC^—ABF'-2CDE>0\ 


k    und  wenn 


C2— ^5<0, 

A<0,        5<0-, 

AE^+BD^+FC^—ÄBF'-2CDE  <  0 


ist 


Nach  Thl.  LI.  S.  281.  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander:  / 

2Psin«2  =     A+B'-2Ccosa 

+  y(-4— JB)^4-4(C— ^cosa)(C— jBcos«), 

2Qsina*=      ^+^— 2Ccosa 

+y(^— J5)2+4(C— ^cosa)((7— ^cosc); 

also,  wie  man  durch  Multiplication  leicht  findet: 

PQsina2  =  ^J5— C^ 

oder: 

^       ÄB—C^ 

so  dass  also  im  Falle  der  Ellipse  ^tets 

PQ>0 
ist. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  S^  so 
ist  nach  dem  Obigen  und  dem  bekannten  Ausdrucke  des  Flächen- 
inhalts der  Ellipse  durch  ihre  Halbaxen  offenbar: 

Vpq 


I 
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folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

'  sina 

ist 

gg  sin  et  vaLabs.  .fit 

Nach  Theü  LI.  S.  282.  ist 

AE^-\-BD^-{-FC^-^ABF—2CDE 
^-^  C^--ÄB 

und  folglich  offenbar  in  dem  ersten  der.  beiden  obigen  Fälle: 

,    ^     ^       AE^+BD^'\-FC^—ABF'-2CDE^ 
val.abs.  ü  = ^^ ^2 » 

und  in  dem  zweiten  der  beiden  obigen  Fälle: 

AE^-^BD^-\-FC^^ABF—  2CDE , 
val.  abs.  Sl  =  — .n q^ > 

also: 

AE^+BD^+FC^—ABF—2CDE 


val.  abs.  Ä  = 


AB—C^ 


wenn  man  in  dem  ersten  und  zweiten  der  beiden  obigen  Fälle  be- 
ziehungsweise das  obere  und  untere  Zeichen  nimmt. 

Mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  ist  folglich  nach 
dem  Vorhergehenden: 

7C^iiia,{A:E^-\-BD^+FC^—ABF-'2CDE) 

'~""  {AB—C^)V~AB  —  C^ 

oder  es  ist: 

_  7csma.\2il.2ih8,{AE^+BD^+FC^-^ABF'-'2CDE) 

■^  {AB—(^)VÄB^C'^ 

Für  rechtwinklige  cartesische  Coordinaten  ist  a  =  90^,  folglich: 
7t  val.  abs.  {AE^+BD^-^FC^—ABF—  2CDE) 


i  = 


{ab-'C^)-Vab—c^ 


Für  A  =  a,  B  =  c,  C=^b,  D  =  0,  JB  =  0,  F=—l  findet 
man  in  dem  in  Rede  stehenden  besonderen  Falle  unter  den  dortigen 
Voraussetzungen  ganz  denselben,  in  diesem  besonderen  Falle  auch  von 
Gauss  für  rechtwinklige  Coordinaten  gegebenen  Ausdruck  wie  a.  a.  0. 
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Man  wird  an  Entwickelangen  wie  die  vorstehenden  gewiss  anch 
die  grossen  Yortheile  erkennen,  welche  —  namentlich  f^her  ander- 
weitig gegebenen  Formeln  gegenüber  —  die  in  der  oben  genannten 
Abhandlung  von  mir  entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln 
gewähren. 


n. 

In  meiner  Abhandlung:   Allgemeine  Discussion  der  Glei- 
ehung  des  zweiten  Grades 

^wi&chen  Dreilinien-Coordinaten  oder  sogenannten  tri- 
metrischen  Coordinaten.  Tbl.  LI.  Nr.  XXIX.  S.  326.  habe 
ich  S.  350.  gezeigt,  dass  in  den  dort  gebrauchten  Zeichen  das  Product 
der  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  oder  Hyperbel  der 
absolute  Werth  der  Grösse 

4HV^ 
G3 

Nach   Tbl.  LI.   S.  337.   ist  nun  die  Curve  in  zwei  Fällen  eine 
BlUipse,  nämlich  wenn: 

0<0, 
A>0,         B>0, 

H>0 
und  wenn 

O<0, 

A<0,        B<0, 

H<0 
ist 

Also  ist  nach   dem  Vorhergehenden  offenbar   das   Product  der 
beideü  Halbaxen 

_  2J^val.abs.H 
"~      Gy^=G 

Bezeichnen  wir  nun  wieder  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  i', 
80  ist  in  dem  ersten  der  beiden  obigen  Fälle: 

23tJ2H 
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und  in  dem  zweiten  der  beiden  obigen  Fälle  ist: 

folglich: 

2«J2H 


»  =  T 


gV— g' 


wenn  man  in  dem  ersten  und  zweiten  der  beiden  obigen  Fälle 
ziebungsweise  das  obere  und  untere  Zeichen  nimmt. 

Ueberhaupt  kann  man  setzen: 

2?rJ2val.abs.H 

^  =  — ^7=^~' 

Nach  Tbl.  LI.  S.  337.  ist: 

+(^— 4BC)8inM;i22 
+(JF^— 4GA)8in«72o^ 
— 2{pE —  2BF)  sinitToi  8in%2 
—  2{EF — 2CD)sinti;i2Sinw2o 
— 2(FD — 2-4^)sinM72oSinw?on 
H  =  AE^'\-BF^+CD^'-'iABC—  DEF\ 

und  wie  in  Tbl.  XXXVm.  S.  406.  ist 

^       4^2 

wo  ^  und  «Ol  *ii  *2  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  an  dem 
eben  angeführten  Orte. 

Will  man  statt  der  Winkel  w?oii  ^12  >  ^20  ^^  Winkel  des  d 
Dreüinien-Coordinatensysteme   zu  Grunde  gelegten  Dreiecks   in 
obigen  Formeln  einführen,  so  hat  man  die  in  Tbl.  LII.  S.  333.  ff. 
gebenen  sehr  einfachen,  eine  ganz  unmittelbare  Uebertragung  gesi 
tenden  Regeln  in  Anwendung  zu  bringen,  worüber  also  hier  nie 
weiter  zu  sagen  ist. 
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3   4    5 

Dreieck  AAA  als  Fundamentaldreieck  des  Coordi- 
len,  so  dass  dessen  Seiten  in  der  Ordnung 

^■'  a   4  4  5  5  3 

*A,        AA,        AA 

^  ^  \xe  (m.  s.  die  Abhandlung  Tbl.  XXXVHI. 

rden;  dann  sind  die  Coordinaten  der  Punkte 

3  4  5 

A,        A,        A 


S 


augsweise: 


0,  pi,        0; 

4 
0,  0,  p2\ 

5 


Obigen 


3,    2h  =  ^\      2^0  =  0,    i>i  =  0;      Pi  =  0,    P2  =  0 

h  die  fünf  obigen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Con- 
Form: 

1  11  111  1  1 

Pi+^PiP2+^P2Po+APo  +^iPi^+(^iPi^  =  0, 

222  22  2  2  2 

Pl  +  ^PlP2  +  <^p2P0  +  AP0  +^lPl^+^'lP2^  =  0, 

B,p,'  =  0,        C^P2'  =  0,        A^po^  =  0 

und  da  nun  aus  den  drei  letzten  Gleichungen 

^1  =  0,        Bi  =  0,        Ci  =  0 

Biben  uns  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  A^  B^  C  nur 
ei  Gleichungen: 

11  1111 

Ap(^i+Bp^p^  +  Cp^PQ  =  0, 

2   2  ^2  2    2 

Ap(^x+Bp^P2-{-  Cp^pQ  =  0; 

ichung  des  zu  bestimmenden  Kegelschnitts  nimmt  die  Form: 
Ap^^i+Bp^p^+Cp^Po  =  0 


uan  aus  den  zwei  Gleichungen: 


'.<:'.     "^-  -^   w^i-.Uj.-.-rf. 
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3  4    A 

*einiacht,  das  Dreieck  AAA  als  Fundamentaldreieck  des  Coordi- 
^ensystems  annehmen,  so  dass  dessen  Seiten  in  der  Ordnung 

3  4  4  6  5  3 

AA,        AA,        AA 

1  ste,  2te,  3te  Seite  oder  Axe  (m.  s.  die  Abhandlung  Thl.  XXXVni. 
XXXVI.)  betrachtet  werden;  dann  sind  die  Coordinaten  der  Punkte 


3 

A, 

i 

A, 

5 

A 

nbar  beziehungsweise: 

0, 

3 
Pl^ 

0; 

0, 

0, 

4 
P2\ 

5 
Po  5 

0, 

0; 

dass  im  Obigen 

Po  =  ^^    2^2  =  0;      Po  =  0,    i)i  =  0;      Pi  =  0,    ^2  =  0 

;  wodurch  die  fünf  obigen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Con- 
.nten  die  Form: 

11  11  11  1  1  1 

^PoPi+^PiP2+Q?2Po+APo  +^iPi+CiP2^  =  0, 

22*22  22  2  2  2 

lehmen;  und  da  nun  aus  den  drei  letzten  Gleichungen 

Ai  =  0,        ^1  =  0,        Ci  =  0 

gt,  so  bleiben  uns  zur  Bestimmung  der  Constanten  -4,  JE?,  C  nur 
ch  die  zwei  Gleichungen: 

11  1111 

^P(iPl  +  ^PlP2  +  <^P2P0  =  0, 

2   2  ^    *      ,       2    2 

^P(^l  +  ^PlP2+(^P2P0  =  Ö; 

d  die  Gleichung  des  zu  bestinmienden  Kegelschnitts  nimmt  die  Form: 

4PqPi + ^i'il'2 + OpfiPo  =  0 

Wenn  man  aus  den  zwei  Gleichungen: 
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11  11  11 


2   2  2    2  2    2 

^PqPi+^PiP2+Op2Po  =  Ö 


nach  und  nach 


eliminirt,  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

1122  1122  1122  1122 

^  {PcPl  'P1P2  —P1P2  'PcPl)  —  ^(i^li>2  'P2P0  -'P2P0  'P1P2)  =  0, 

1122  1122  1122  1122 

^{PlP2'P2Po'-'P2PO'PlP2)'-^{P2PO'P(iPl'-P0Pl-P2Po)  =  ^5 

1122  1122  1122  1122 

^{P2P0'P0Pl  —PoPl  •P2P0)^^{PqPI  'PlP2—PlP2'PoPl)  =  ^\ 

und  kann  also  offenbar: 

1122  1122  1212  18 

A  =  PiP2'P2Po^P2PO'PlP2  =  ^P2P2{PoPl-^PlPo)^ 

1122  1122  1212  12 

B  =P2PO'PoPl  —PoPl  'P2P0  =  '—PoPo{PlP2''-P2Pl)i 

1122  1122  1212  12 

^  =  PoPl  'Pl  P2  —Pl  P2  'PoPl  =  —Pl  Pl  {P2P0  ■^PoP2) 

oder  auch: 

1212       12 

A  =  P2P2  {poPi  —Pi  Po) , 

1212       ^2 

^  =  PoPo{PlP2-'P2Pl)y 
12       12  ^    2  X 

C^=piPi  {P2P0  '—P0P2) 

setzen,  wodurch  man  also  für  die  gesuchte  Gleichung  des  zu  b 
stimmenden,  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  gehenden  Eegelschnit 
die  folgende  erhält: 

1212       ^*>. 

1) P2P2{PoPl'—PlPo)'PoPl 

-rPoPo  kPi  P2  —-P2P1 )  -Pl  P2 

-{-^,  Pl  {P2P0  —P0P2)  'P2P0 


Dividirt  man  diese  Gleichung  mit 


12    12    12 

P0P0'PlPl'P2P2^ 
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>  wird  dieselbe: 


(, 


^  1  \ 

+  (t-t  —  inApiPi )  =0, 
\p2P1     PiPf/ 

+  ("TT  —  r^r\PiPo 

^PoPi       P%P(i' 


ttd  wenn  man  nun  mit  PoPiPi  dividirt: 


(-1 L.\l 

.  /_! ?_\i 


=0, 


ier: 


/j ^\i 

/  ■ 
iT-i"  —  r-r) ->  =1. 


^PiP%     PiPi^^^ 


^PoPi      PiPo^^^. 
Zwischen  Po,  Pi^  p^  findet  bekanntlich  immer  die  Gleichung 

;)o8inwi2+PiSintö2o+P2siD«^oi  ==  «^ 


tatt 


§.  2. 

Wenn  nun  sechs  Punkte  in  einem  Kegelschnitte  liegen  sollen, 
rier  wenn  sich  durch  sechs  Punkte  ein  Kegelschnitt  soll  beschreiben 
fifisen,  so  müssen  diese  sechs  Punkte,  weil  durch  fünf  Punkte  nach 
km  Vorhergehenden  sich  nur  ein  bestimmter  Kegelschnitt  beschreiben 
Isst,  offenbar  einer  gewissen  Bedingung  genügen,  welche  wir  jetzt 
iB&uchen  wollen. 

theil  LHI.  26 
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Die  sechs  Punkte  bezeichnen  wir  durch 

12         3         4         6         6 

A)    Ay    A>    A)    A9    A 
und  ihre  Coordinaten  beziehongswdse  durch: 


1 

1 

Pxy 

1 

Pi9 

3 

3 

3 
p^\ 

4 

4 

4 

5 

P05 

5 

p^ 

6 

p^^ 

6 
1>2- 

4  &   6 

Nehmen  wir  aber  das  Dreieck  AAA  als  das  Fundamentaldm< 
des  Coordinatensyste^ls  an,  mvd  betrachten  dessen  Seiten 

45  6  6  6  4 

AA,        AA,        AA 
in  dieser  Folge  als  Iste,  2te,  3te  Seite  desselben;  so  ist: 

l>o  =  0,    ^2  =  0;        Pö=;=0,    i>i=0;        i?i  =  0,    jP2=0. 

Sollen  nun  die  sechs  Punkte  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  de« 
allgemeine  Gleichung  wir  wie  vorher  durch 

bezeichnen  walle»,  so  müssen  die  Constanten  A^  jB,  C\  A^^  By 
sich  so  bestimmen  lassen,  dass  den  sechs  Gleichungen: 

i  11111  1  1  1 

^i>QPl+^i'l^2  +  Q>2i?0+AjP0*+^ll'l^+Cii>2^  =  0, 

22         22         22  2  2  2 

^PQPl+-ö^li'2  +  ^JP2i'0  +  AV+^l^l^+<^lP2^  =  0, 

9(t  4Q  ^4  1t  %  4 

^i'QPl+^i?1^2+Q>2^0+^ll'0^+-öii>i^+Ci^2*  =  0, 
4,44>4  44  4  4  4 

'    4pmck-^\t%^  QP2JP0+ Apo^-t-^ii^i  Hr  ^ii?2^  —  % 

6^^6.655  9  6  6 

o^A  fiifl  ßfl  A  ft"  It 

^i'0Pl  +  ^Ä^'2  +  Q'2JP0+^li'0*+^l/>l^+  <^lP9?'^  0 
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[rcL  Wegen  der  obigen  Annahme  des  FnndamentaldreieckB 
linatensystems  gehen  aber  die  drei  letzten  Gleichungen  be- 
reise in 

i  liefern  also: 

Ai  =  0,        ^1  =  0,        Ci  =  O5 

on  weiter  darauf  ankommt,  dass  A^  B,  C  sich  so  bestimmen 
iss  die  drei  Gleichungen: 

11  11  11 

8    2  2    8  8    8 

^PoPl  +  ^PlP2  +  Q?lP0  =  0  ,  ^ 

8    3  3    3  3    3 

^PoPi+^Pip2+<^PaPo  =  Ö 

erden,  und  man  also  die  gesuchte  Bedingungsgleichung 
enn  man  afis  diesen  drei  Gleichungen  die  Grössen  A^  Ä,  C 
i  nur  ihre  Verhältnisse)  vollständig  elinünirt 

em  Ende  multiplicire  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der 


2833  88      33 

P1P2  'PiPo —PiPo  'P1P2  9 

33      11  33      11 

P1P2 '  P2P0  -'P2P0  'PlP^  9 

1188  1182 

P1P2  *P2P0  '—P2P0  ^PlP2 1 


28      33  8^8      33 

P2P0  'PePl  -^PoPt  'P2P0  3 

33      11  33      11 

P2P0 '  PoPl  -—PoP  l'P2P0 1 

1188  1-1       88 

P2P0  'PoPi  ^PoPi  'P2P0 


88      33  88      33 

PoPi  'P 1P2  — vPlPa  'PoPl  3 

3^11  3311 

Pfii>l  'PlP2^PlP2  'P^oPl  5 

1188  1128 

PoPl  'Pl  P2  —Pl  P2  'PoPl  5 

26* 
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80  erhält  mau  in  allen  Fällen  die  gesachte  Bedingungsgleichnng: 


oder: 


5) 


1128      33  22      33 

PoPl  {Pl  P2  'P2P0  —P2P0  Pl  Pi) 

22       3    3      11  33      11 

•i-PoPi  (jPi  Pi  'P2P0  —PsPo  Pl  P2) 

33       11       22  1122 

-^PoPi  {Pi  Pi  'P2P0  "^PiPo  'Pl  Pi) 


6) 


II         99        S4  99S3 

PoPi  {Pi  Pi  'PiPo — PiPo  'Pl  Pi) 

112    2      33  22      33 

-TPiPiKPiPo-PoPi  ^PoPi  'PiPo) 

112    2      33  22      33 

-rPiPo  {PoPi  'Pl  Pi  -^Pi  Pi  'Po^Pi ) 


=  0 


=  0. 


Man  kann  diese  Gleichungen  noch  auf  verschiedene  andere 
ausdrücken.    Dividirt  man  z.  B.  die  Gleichung  5)  durch 


oder: 


1 
PH 


1  1 

2    2      3    3 

PoPi  'PoPl  'PoPl  5 

so  wird  dieselbe: 

V 

7) 

2       3 

2       3     \ 

Pi   Pi 

Pi   Pi 

Po  Pl 

Pl   Pol 

3       1 

3     1  f 

)Pi    Pi 
"TFT 

Pi    Pi\ 

—  r  •  r  I 

Po  Pl 

Pl    Po 

' 

l        2 

1     2 

1   1^2   Pi 

Pi   Pi 

—  r  »r 

Po   Pl 

Pl   Pol 

Pi    Pi\  =0. 


8) 


2       3 


i'o  iPi      Pl        Po  Pl       PV       Po  Vi       Pl 


0. 


''\ 
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AnMerkmg. 

on  in  der  Abhandlung  Thl.  IX.  Nr.  XXVm.  (1847.)  habe  ich 

3hung  des  durch  fünf  gegebene  Punkte  gehenden  Kegelschnitts 

Bedingungsgleichung,   dass  sechs  Punkte   in  einem  Eegel- 

liegen,  in  Cartesischen  Coordinaten  gegeben.    Zwar  ist  dort 

r  gegebenen  Punkte  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen 

man  übersieht  aber  sehr  leicht,  dass  die  Gleichungen  durch 

parallele  Verschiebung  des  Coordinatensystems  sich  sogleich 

ror  Allgemeinheit  erheben  lassen.  , 


das  TheoreM  tob  Pascal. 

§.  3. 
Coordinaten  der  sechs  beliebigen  Punkte 

1  2  3  4  5         6 

^,  A.y  A,  A,y  A,  £k. 

e  vorher  beziehungsweise: 


en: 


1 
Po^ 

1 
Pij 

1 

^2» 

2 
POJ 

2 

Pn 

2 
Pi'i 

3 
Por 

3 

8 
P2; 

4 

P09 

4 

4 
P21 

5 

POJ 

6 

5 
PiJ 

6 

Po? 

6 

6 
Pi\ 

ü.  XXXVIII 

.  Nr 

.  :;xx' 

2  3               3  4 

AA,        AA 

> 

AI, 

12  23  34  45  56  61 

AA,       AA,       AA,       AA,        AA,        AA 


igsweise : 


-1 

1 
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If  12  It  IS  IS  IS 

66  6$  56  56  5$  56 

iPlPi—p%Pl)Po+{piPo—poP2)Pl+{PoPl  --PlPoiPi  =  0, 

6    1  61  ,,«1  «tx         ,/^*  ^*N 

(PlPs— •P2Pl)P0  +  (l'2P0— i'oi's)^'!  +(l'0l'l  — PlPo)i^  =  0. 

4  5  6 

Nehmen  wir  aber  das  Dreieck  AAA  als  Fnndamentaldreieck  d 
Coordinatensystems  an,  so  ist: 

4  4  5  6  6  6 

Po  =  0,    i?2  =  0;      Po  =  0,    Pu=0\      Pi=0,    P2  =  0] 
und  die  obigen  Gleichungen  werden  also  nnter  dieser  Yoranssetzaii 

12  12  ,    .*     *  *    «  V  I    ,*     ^  *     *  N 

(jPll?2— P2l'l)i>0  +  U'2l'0— l'0P2)i>l+(P0Pl— i'lPoJl'S  =  0, 

(;.l>.-k^.).o+d>.k-Pok)p. +(10^. -1.^0)..  =  0, 

8  •  3 

PiPo'-PoPi=^^i 
1  1 

P2Pt  —P\P2  =  ^' 

4   1 

Die  Gleichung  der  Linie  AA,  welche  wir  späterhin  brauch 
werden,  ist: 

4   1        4  1  ,   ,*  1        *  1  X        ,  ,*   *        *    *  N 


also: 


1  1 

PiPo  —PoPi  =  0. 


Bozeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchsclmittspunb 

der  Linien:  ' 

12          45  28          56               84         61 

4A,    AA;  AAi    AA;        AA»    AA; 
welche  beziehungsweise: 
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A',       A",       A'^ 
3n  mögen,  beziehungsweise  diurch 

POJ     Pl'^     P2'i  Po'^     Pi\     Pi'\  PO^^     Pl^     Pi^J 

bestimmen  dieselben  nach  Thl.  XXXVm.  Nr.  XXXVI.  §.  10;  so 
;en  wir,  mit  Beibehaltung  der  dort  gebrauchten  Zeichen  nach 
lach  Folgendes. 

•"ür  den  Punkt  A'  ist: 

« 

1212  1212  12  li 

=  Pi  Pft  —PiPi  9        ^ = PiPo  —PoP2  5        ^  =  PoPi  —Pi  Po ; 
Zr'  =  l,        ilf'  =  0,        -A^'  =  0; 


^  12  12 

LW-^-ML  =  —  {p2Pq-'PoP2), 
MN'  —  NM'=      0, 

12  12 

NL'  —  LN'  =      PqPi  —pi  Po ; 


h: 


V  =    0, 


f 


12  12 

, KPoPi—PiPo)*^ 

Pl    —  12  la  la  **\  ' 

{PiPo—PoPi)  sin  «^01  —  {PoPt  —i'iPoJsin  wjo 

„ ill-kk)j 

P2    —  lÄ  **x  /**  ^*\  ' 

{p2Po  — i>oi'2>sinM?oi  —  {PoPi  ^PiPo)  sia  «^20 
der  Kürze  wegen: 

,12  12  12  12 

=  0,  Pl     =—  K^PoPi—piPoJi  P2    =  ^{P2P0-^P0Pi)' 

Für  den  Punkt  A"  istj 

2323  2323  2823 

=  PlP2'-p2Plj  ^^PstPO-^PoPs^  ^  =  P0Pl'-PlP0i 


2    3  2    8 

LM'  —  Mit    =»=       PlP2'^P2Pi  i 

NL'  —  LN'  =      O^ 
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folgUch: 

2   3         *    *  V 

Po     —  —     «i  %    »  «3  »3  ' 

{Pi  P2 —PiPi )  S"i  «^01  —  {PoPi  —Pi  Po)  Sin  ^1 9 
Pi"=      0, 

2    3  *    8 

f,  __       {piPa—P2Pi)*^ . 

{piP2  —P2P1)  smw^oi  •—  KPoPi  —Pi  Po)  sin W7i2 
oder  der  Kürze  wegeü: 

Po"  ==  —  ^"iPoPl  —PlPo)  »        Pl"  =  Ö,        P2'  =  ^"{Pl  P2  —P2P\ 

Für  den  Punkt  A"'  ist: 

3  3 

L=p2y  M=0,  iV=— 2?o; 


also: 


folglich : 


i'=0,  M'=l2,         N'  =  -^pr, 


LM'  —  ML'  =P2P2, 
MN^'-NM'  =pqP2, 


3   1 

,U PoP2'J 

Po     —  8    1  »1  a    I 

P2P2  sinw^oi  +P0P2  siii«?i2+i32i>i  8inw72o 

3  1 

Pl      —  al  .31  .31 


P2P2  sin  wqi  +jPo^2  sinM?i2+P2i'i  sinw?2o 

3  1 
\  in P2P2J . 

^2     —  «1  äi  »1.  * 

P2P2  sin  «^01  ']rPoP2  sin  «^i  2  '\-p2P1  sin  «^20 
oder  der  Kürze  wegen: 

8    1  3    1  3    1 

Pq    — K  PqP2^        Pl     =K  P2P1,        P2    ^  K  P2P2' 

Die  nothw endige  Bedingungsgleichang,  dass  die  drei  Do 
Schnittspunkte  A',  A",  A"'  in  einer  geraden  Linie  liegen,  ist  : 
Thl.  XXXVm.  Nr.  XXXVL  §.  14»: 
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also  nach  dem  Obigen: 


oder: 


oder: 


oder: 


1^0  Pi  Pi  ~"jPo  Pi  P2  -rPo  PiPi   —  ^y 


l'21'ol'i   — PiPoP2  "irPiPiPo   — ^5 


=  0, 


Po  Pi  Pi  -rPi  Po  Pi  ~"JP2  Po  Pi   —  ^» 
folglich  nach  dem  Obigen: 

SISS  83         18  12 

+K'K"K'^.p^PiQ^Pi  —pi  Po)  {psPo  —Po  Pi) 

+  K'K  K"  .piPiipoPi  — i>i  Po)  m  Pi  —pi  Po) 
also: 

3112  12         23  ^^N 

PoPiiPoPi  -^PiPo)  \Pl  Pi  —PiPl ) 

3    12    3  2    3         12  1     2        l    ^  Q. 

+PiPi{PoPi  —PiPo)  KPiPo  —PoPi) 

812    3  83.18  **v 

-TPiPiKPoPi  —PiPo)kPoPi  —PiPo) 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichnng  and  hebt  auf,  was  sich 
aufheben  lässt,  so  erhält  man  als  nothwendige  Bedingungs- 
gleichnng,  dass  die  drei  Punkte  A',  A",  A'*'  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  die  Gleichung: 

112    233  2233 

PoPi  {PiPi  'PiPo-^PiPo  'PiPi) 

112    2      33  22      83l— .Q 

+Pi  PiKPiPo  'PoPi  —PoPi  'PiPo) 

112    2      33  22      83 

'rPiPoiPoPi  'Pi  Pi  —^PiPi  'PoPi) 

Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  der  Gleichung,  welche  wir 
in  §.2.  6)  als  nothwendige  Bedingungsgleichung,  dass  die  sechs 
Punkte 

12  3  4  5  6 

A.^      jo.,      A,      ^,      ^,      A 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  oder  dass  sich  durch  diese  sechs  Punkte 
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ein  Eegeladmitt  soll  beschreibeii  lassen,  gefcmden  haben.  Dal 
haben  wir  don  folgenden  Satz: 

Die  nothwendige  Bedingung,  dass  die  sechs  Punkte 

12  3  4  5  6 

A,       ^9       ^^9        '^9       ^9       ^^ 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  oder  dass  sich  durch  die 
sechs  Punkte  ein  Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  ist,  da 
die  drei  Durchschnittspunkte 

A',       A",        A*" 

der  Linien 

12  45  23  56  34  61 

I         AA,      AA^  A  A ,      AAl  AA,      A  A 

in  einer  geraden  Linie  liegen.    Wenn  a!so  die  sechs  Punl 

12         3  4  5« 

A,     A,     A,     A,     A,     A 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  so  liegen  die  drei  Dur< 
Schnittspunkte 

A',        A",        A"^ 
der  Linien 

12  45  23  56  34         61 

AA,    AAj        AA,    AA;        AA,    AA 

in  einer  geraden  Linie;  und  wenn  die  drei  Durchschnit 
punkte 

A',       A",       A"' 
der  Linien 

12         45  23  5&  34  61 

AA,    AA;        AA,    AA;        AA,    AA 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  &o  liegen  die  sechs  Pun] 

12  3  4  5         6 

A,      A,      A,     ^9'     ^9      ^ 

in  einem  Kegelschnitte,  oder  durch  dieselben  lässt  si 
ein  Kegel »eh-nlttf  befrchreiben. 

Dies  ist  der  Satz  von  Pascal  oder  Pascal's   sogenuu 
Hexagrammum  mysticum. 

Die  Gleichung  der   geraden  Linie  A'A^A^    insofern   diese 


und  Ckaales  von  den  KegeUchnitten  fiir  Uimetrisehe  CoardinaUn, 

also  nach  dem  Obigen: 

Pi  W-Po  -{-PiPo'-Pi  ""Pi  W-  P^  =  0 , 

folglich: 

—  JT  (|>ol>i— l>il>o)-^  iPiPi'-^P2Pi)'Po 

12  12  2    3  »    »  l  i=0 

— -ff  (jP2l?o-- PoW--^  (jpo^i— l)i;?o)-l'i 


oder: 


oder 


oa^,: 


oder: 


^12  12  ff   *    ^  ^    ^ 

—  ^  (PoPi  —Pi  i'o)  •  ^  (PoPi  —Pi  Po)  Pi 


9) 

12  12        23  23 

(PoPl  —  Pl  Po)  (PlP2  —P2P1 )  'Po 

12  12        23  23 

+ (p%  Po  — JP0P2)  (PoPf  ^Pl  Po)-Pi 

12  12         2    3  2    3 

+ (PoPi  — Pi  Po)  (PoPi  — Pi  Po)  'P2 


=  0 


10) 

23  23  12  12 

PlP2'-'P2Pl     ^     ■    P2P0—P0P2    ^      1    ^    _n 

PePi  — PiPo  PoPi  — PiPe 


11) 

3  2  12 

JP2         Pl  4f2         ?l 

Pi Pi^  I  Po Po^    I  ^  _n 

Po      Po         Pt      Px 

%•  8  2      ^^    1 

Pi       Pi         Po      Po 


12) 

2  2  8 


iPji        Pl\(P2        P2\^ 

\  r—  r]\ » —  rlPo 

\po      PqJ  \px      PJ 

^Po     Pr^Pi     Pt/     \ 
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Den  geschlossenen  Zog 


1  8  S  4  5  6 

AAAAAA 


nennt  man  im  Allgemeinen  ein  Sechseck  und 

12  45  23  56  34  61 

AA,    AA;        AA,    AA;        AA,    AA, 
dessen  gegenüberstehende  Seiten. 


in. 

InT^lttti^n  ?«ii  sechs  in  gerader  Linie  liegenden  hinl&ten. 

§.  4 

Es  seien 

A,    A^]        A  ^    Ai  \        A  ^    Ai 

sechs  in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  von  denen  je  zwei  in  den 
drei  vorstehenden  Paaren  einander  conjungirte  Punkte  genannt 
werden.  Von  diesen  sechs  Punkten  sagt  man,  dass  sie  in  Invo- 
lution seien  oder  ein  involutorisches  System  bilden,  wenn  sich 
in  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  sechs  Punkte  liegen,  die  wir  der 
Kürze  wegen  dieAxe  der  Involution  oder  des  involutorischen 
Systems  nennen  wollen,  ein  Punkt  3/,  den  man  den  Mittelpunkt 
oder  das  Centrum  der  Involution  oder  des  involutorischen 
Systems  zu  nennen  pflegt,  so  bestimmen  lässt,  dass,  wenn  die 
gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

A,    Ar,        A\    ^i';        Ä\    ^/' 

von  diesem  Punkte  M  beziehungsweise  durch 

bezeichnet  werden,  die  drei  Producte 

Sil,    rii',    rii" 

einander  gleich  sind,  so  dass  die  Gleichungen 

ii,=ri,'=i"i." 

Statt  finden. 
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r 

ler: 
ler: 

Nun  ist  aber: 

Xi  =ic-(-t*i;  also: 

Qd  die  Gleichung  17)  wird  also: 

20) 

+  (a;"— aj)(V'— a'){(a?i— a^)--(aj'— a?)  —  («i'— »)})  ~     ' 

ier: 

21) 


«, 

— 

«,- 

-«; 

u' 

— 

x'~ 

■^a?, 

»,' 

= 

<- 

-a;; 

«" 

=^ 

«"- 

'^y 

»l" 

=: 

-«; 

+  (a^"-a:)(V~«)K«^  -«')-- («t*-«^»i 


=  0. 


ier: 


22) 

ix'^x){x,'--x){(x"^x,)  +  ix,^'^x)])^  _ 


+  (a;"~a:)(^l' 


der: 


23) 


ix^[-^x}  {{x^-x)(x^'^x)M^,'^^xX^^^x^)}  \._ 

+  («^i'-«^){(«^'-a^)(«^i"-^i)-(«"~a^)(a?i"~a^)}  I  ""    ' 
der: 

2-4) 

(a^''-ar>{(aj'-a;)(aj/-.ar)+(«r-ajXa^j-aji')})  _ 
+  («'-«!)  {(iE|'-aO(«"-«i)-(«"-«)0»i"-»)^  1  "" 

Wenn  man  auf  der  üiiken  Seite  d»r  Gieichung  17)  die  Grösse 
\ui"  addirt  und  subtrahirt,  so  wird  dieselbe: 


416     G runer t:  Die  Theoreme  von  Pascaly  Desargues,  Pappuf,  Carmt 


also: 

—u'  {«*"(«*/'— t*iO--wi(«*i"—«*i')} 

also: 


25)   .   .   .    «*'(«"— «ti)(tt|"—t*i ')  =  «*! 'V—«*")(««i'  —  «i)- 
Nun  ist  aber: 
t*'  =35' — »,        u"  —  «1  =  (aj" — x) — (aj| — x)  =  af — »1, 

«*,"  =  V'— «1       «*'— tt"  =  («'—«)  — (a/'—oj)  =  aj'— aj", 

i«i' — ««1  =(a;|' — »)  —  («! — aj)  =  a;|'--aJi; 

also  wird  die  Bedingnngsgleicliiuig: 

26) 
la:'-aj)(a;"-aTi)(ar,"-a:,')  =  (flj/'-aj)(a;'~a/')(aJi'— «1), 

oder: 

27) 

Wenn  man  anf  der  linken  Seite  der  Gleichung  17)  die  Grösse 
u'^uitti'  addirt  und  subtrahirt,  so  wird  dieselbe: 

also: 

.*>'(V-^")-t*iK'-0})  __ 

also: 

28).   .   .   .  24' V--«i)(«i'---«*i'')==^tti'(«i''--««i  )(«*'' ~«*0. 
Nun  ist  aber: 

u"  =  a/' — aj,         tt'  —  M|  =  (ai' — a?) — (a?i  —  x)  =  »'  —  ä|, 

t«|'  =aJi' — a?,       Ml" — t*i  =  (aj|" — x)  —  (aj^ — a;)  =aJi" — aj|, 

tt''— t»'  =  (a/'— »)  —  («'  — «)  =  aj"—a'; 
also: 
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29) 

Ler:   ■ 

30) 
(x^x''Xxi"^x^')ix'--xO  =  (x'-x,')(x'-x")(xi"-x,). 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 

dgt  durch  Division: 

SO: 

ich  ist: 

*^ W^^x)^^x^)^  (x^'^-x^xi^'-xt)' 

Wenn   man  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  17)  die  Grösse 
u"ui  addirt  und  subtrahirt,  so  wird  dieselbe: 

ISO: 

Iso: 

Nun  ist  aber: 

u'  —  x'  —  x,        «*"— tti'  =  (a?''— a;)  — (ici'— a?)  ==  «"— ä^i', 

V  — «*i  =  (a^"— a^— <fl?i— a?)  =  «i"— ajj ; 

u"  =  aj"~a:,        i*^  — V'  —  («'— «)  — («|"— a?)  =  «'  — a?i", 

tt,' — «1  =  (a^'  —  a;)  —  {xi — x)  =  a;i'  — a;i; 

}0: 

a5) 

(a:'-a^)(a/'-a;i')(a^i"-(Ci)  =  (a^"-i)(a^'-:^i"X«i'-^), 
Thcil  Lin.  a7 
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oder: 

36) 
{x^x')ixi''^x'')(x,''--xO  =  (x--x''Xx^''^x')(x,'^x,). 

Wenn  man  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  17}  die  Gröf 
uiui\''  addirt  und  subtr^hirt,  so  wird  dieselbe: 

also: 

also: 

37).   .   .   .ttiV— V0(«*"— «*i)  =  ««i"(«*i'  — «*'')(«*i— «*'). 
Nun  ist  aber: 

tt" — «»1  =  (x" — x) — (a?|  — x)  =  a?" — xi ; 

«1  — tt'  =  («1  — 05)  —  (o?' — «)  =  a?!  — x' ; 
also: 

38) 

(x^'-^x^x'^x^'^Xx^'-^x,)  =  (a?/'-aj)(aJi'-a/')(a^i-»'), 
oder: 

39) 
(x'-'X.^Xx'  -x^''){x''^x,)  =  -{x^  -x^){x^'-x")(x^''^x). 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen 

V'K'--i*")K-«')  =  «i  V-t*i")(t*"-t*,) 
durch  einander  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

«^(V— ui)  _      W'iu^'—'H) 
^^ V(t*i— t*')~""«*iV— «i)* 

also: 

41).   .   .t*SV— »i)(tt,"~t*i)  =  t*VV-«i)(«*i'— wiX 
ganz  wie  in  32). 
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Man  kann  alle  diese  Gleichungen  auf  noch  andere  Arten  aas- 
ticken,  was  wir  nor  durch  das  Folgende  erläutern  wollen. 

Nach  39)  ist: 


80: 


(x  —  Xj  'Kx'—xi  "Xx^'-xi ) 

XXiX  Xi'x  Xi 


[er: 


X^^Xi       X  —"fiCi        X    '^'Xi 

XXi  X  Xi  X  Xi 


(xi  ^x')(Xi'^a/')(xi"'^x) 

XXiX  Xi  X  Xi 


aj|  —  aj     Xi  —  a?     a^   -— a? 

f    •        f  ff    •        ff      > 

9C\X  3^1  X  Xi   X 


10 : 


42) 


W      ^)W      a^'/U  ""i^j  '"  "^  V  ""«i)U"""ai7\^""»i'7 


er: 


43) 


[x~Xi')W'^xi'')\x'''^Xi)  ~  ""  U  ^x'JW^xVW'^xy 

Für  a;  =  0  ist  nach  39): 

a;i'(a;'-a:/)(a:"-a?|)  =  «i"(aJi— »')(»! '-«"),        ' 


60: 


a;,  V— a;/0(a;^^~a?|)  _  a;/^(a?t— a;0(a?/— g^Q 
a/|a/  Xi  XI  Xi 


a/ffl?  a^  a;  a^ 


ier: 


*    ^f      -. "    ^" 


ff 


j    ^  f      ^ft 


Xi     X  — Xi      X  — aj|       Xi      a^  — a?  a^  — -a? 

ZT*  *    j^f^  ff    '  iJfZ      —  !7^  *    /.  «.'  •  ~~ZrTZJf~  * 

a?|       a;  a?!           a;  a^          a^        a^a;  a^  a; 

f 


SO: 


^^-   •    •    •  W'"»'Xa^^«^7'"V'"a^Aa^'~^iV^ 


Ier: 


•) 


•   •    •    (aj'-a^/'JV'-ajJ-       W      a^JU'      «''V 
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IV. 
las  Tke^rcH  ?•■  IcsargMs. 

§.  7. 
Es  seien  wieder 

1  2  3  4  5  6 

A.^     £i.^     A.^     £L^     jol^     A. 

sechs  Punkte,  fOr  welche  wir  das  Goordinatensystem  wie  früh 

4   &   0 

§.  3.  annehmen,  —  so  dass  also  AAA  das  Fondamentaldreieck  i 
and  auch  ihre  Coordinaten  in  gleicher  Weise  hezeichnen.    Den 
die  vier  ersten  Punkte 

12  3         4 

A,     A.^     A.^     A. 

gehenden  Zug  nennen  wir   im  Allgemeinen   ein  Viereck,   un 
Linien 

12  2  3  3  4  4  1 

AA,    AA,    AA,    AA 
dessen  Seiten;  die  zwei  letzten  Punkte 

5  6 

A,        A 
bestimmen  eine  gerade  Linie,  welche  die  gegenüberstehenden  S< 

12  3  4 

AA,        AA 

des  in  Rede  stehenden  Vierecks  beziehungsweise  in   den   Pi 
B,  B|;  die  gegenüberstehenden  Seiten 

4  1  2  3 

AA,        AA 


beziehungsweise  in  den  Punkten  C,  Ci   schneiden  mag;  die  I 

A,  A  wollen  wir  auch  beziehungsweise  durch  A,  Ai  bezeichne 
dass  also 

5  6 

A  =  A,       Ai  =  A 
ist. 

•  6  6 

Li  der  durch  die  Punkte  A,  A  oder  A,  Ai  bestimmten  g< 
Linie  liegen  also  sechs  Punkte 

A,    Aj;        B,    Bj,        C,    C,; 
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id  wir  wollen  nun  die  Bedingung  aufsuchen,  welche  erf&Ut  sdn 
uss,  wenn  diese  sechs  Punkte  ein  involutorisches  System  bilden 
>llen. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  A  und  Ai  sind  beziehungsweise 

5  6 

0,    0,    p2        und       pq^    0,    0. 
Nadi  §.  3.  ist  fOr  die  Linien 


18  56 

AA,        AA 


iziehungsweise: 


1212  1212  1212 

L=piP2 — PaPi .        M = p^pq  --poPt ,        N  =  p^pi  -^p^  p^ ; 
30: 

.  /  12  12 

L3r  —  ML'  =      piPi  — P2P1  f 
MN'  -NM'=^  (l^oPi  -  J>i  k) , 

Folglich  sind  die  Ck>ordinaten  des  Punktes  B: 

12       12 

(poPi — PiPa^J 

"^     ISIS  isiie  ' 

{piP%—p%Pi)^^Qi  -^ip^Pi  —Pi  Po)  8inw?,2 


0, 


12       12 

(PiPi^PiPi)^ 


IS  IS  IS  IS, 


eil  nun  aber 


1212  1212. 

iPlPi—PiPO^^^ofiPoPl  ^PiPo)^^^ii 

=^l'i(FoSuiM?i2+l>8Sin4£V)|)— p|(jpoSinM?i2+i>2Sinwoi) 

1  2  2  .1  V  y*  *    X 

=  Pi(J-^PiBixiw^^Pg(J^Pim.w^)  ^iPi,--pOJ 


b,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  B: 

1218  1212 

""■        1         i        »           ^>  IS* 

Pl  —Pl  Pl  ""Fl 


.4 
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Für  die  Linien 


3  4 

AA, 


5  6 

AA 


ist: 


L=p^^       3f=0,        iV=— Po; 


also: 


LW—ML'  =z 


s 

8 

Po» 


=  0. 


Folglich  sind  die  Coordinaten  von  B|: 

8 


oder: 


pjsinwoi  -f-p^smwy 


3 


"-> 


0, 


3 

PrT 


J — pi  sintTgo 
Für  die  Linien 


0, 


p^^mwQx-^PQ^mwi^ 


3 


«^ — Pi  sin  «720 


4  1 

AA, 


5  6 

AA 


ist: 


£'  =  0,      iif  =  i,      iyr'  =  Oi 


also: 


LM'^-ML'  = 


NL'—LN' 


1 
1 

JPOJ 


=  0. 


Folglich  sind  die  Coordinaten  von  C: 


1 


1    .  ,  1    . 

p^srntToi  -t-jPoSint(^i8 


0, 


1 

p^ 


•  I         • 


oder: 
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1 

Po^              n 

1 

1           '       ^i 

i 

J — pi  sin  WfjQ 

J — pi  sintTgo 

Für  die  Tiinien 

2  8 

AA, 

11 

ist: 


ttttAB  A49S  S49S 

J^=PiP9  —P2P1 »        ^ = PiPo  —PoP» »        ^  =  PoPi  —Pi  Po  I 


also: 

2    3  2    3 

LM'  —  ML'  =      2?i  1)2  — jP2i)| , 

MN'-NM'  =  -doPi  -Pik). 
NL'--LN'  =      0. 


Folglich  sind  die  Coordinaten  des  Pnnktes  C^: 

2    8  2    3 

iPoPi^PiPa)^ 

SB  83  SB  *'v 


0, 


2    8  2    8 

{p\P%'—p%P\)J 


aSSS  9323  ' 


weil  nnn  aber 

23  23.  23  23 

(l>lJP2--P2JPl)S"l«'0l  —  (PoJPl  —PlPoi^'^^l^ 

2      3  3  3       2  2      , 

=  Pi(P2«aiWQi'^PQfxsiWi^—px(p^?mwQi'j-pQ%mwi^) 

00  8  9  2  3 

=  PiiJ^Pi  siiiw2o)^i'i(«^— JPi  sini/7ao)  =  iPi  —Pi)^ 
ist,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  Gi: 

2328  .2    3  28 

PoPl^PlPo  n  PlPi-^PsPl 


S  B 


f 


0         ^liHä — £:i 

^>  SB 


Pl  — 1>2  1^  •"Pl 

Bezeichnen  wir  nnn  die  ersten  Coordinaten  der  Punkte 

A,    Ai;        B,    Bi;        C,    C|; 
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4   5 

nämlich  ihre  Goordinaten  in  Bezug  auf  die  Seite  AA  des  Fnndameita! 
dreiecks  beziehungsweise  dnrch: 

5,     Si;        5',     öl';        ö",     ö,"; 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


ü  = 

0, 

5i  = 

6 
POJ 

18          18 

5'  = 

PqPi  ''PiPo 
—     1        %       » 

Pi--Pi 

7v    f  

s 
PqJ^ 

Ol     

s                  » 

J'^Pi  sin  «7^ 

TZ"  

1 

PoJ 

tu     — 

i              » 

y--«j»i  sintf}^ 

8    3          8    3 

Ol     

PoPt — PiPo 

%          a 

pl—pl 


Wir  haben  nnn  aber  die  sechs  folgenden  Gleichungen; 
PQsmwi2+PiBmtCfQ-\-p^smtp^i  =./, 

8  8  8 

l>oSintri2H-l'i  sinti?2o+|>2sintfoi  =  J^ 

3  3  3 

PoWiwi^-^p^smtc^+p^WiWQi  =  J, 
j9^smto|s+l^  smii7«)4-p,8mti;oi  =  J, 

5  5      .  6      . 

j9^8intoi2-t~l>iSinte^-f~l^8int(^  =J, 
^smtris-{'l>iSmtr2o-)-J'8SUi^oi  =  *'• 


Die  drei  letzten  sind: 

jB)  sinie^  =  Jj      Pi^^4ti  =^  «^i       jo^sint0u  =  J. 
Aus  den  drei  ersten  erhfilt  man  leicht: 
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12    3  2    3 


2  3    1  3    1        \    RlTl  7/7 
+P<i(PlP2—P%Pl)  [  ^^ 

3  12  12 

-rPoKPiPi-^PsPty 


2  3  2    3 

(PiPi—PsPi) 

3  1  8    1        \    J 
+  (PlPi—P2Pl)  (       ' 

12  12 

+  (PlP2-'P2Pl) 


12    3  2    3 

Pl(P2P0^P0P2) 

+Pl(P2P0—P0P2)  l    ^^^^ 

3      12  12 

+Pj(P2P0'—P0P2) 

2  3  2    3 
(P2P0-'P0P2) 

3  1  3    1       \    j 
+  (P2Po—PoP2)  i      ' 

12  12 

+  (P2P0—P0P2) 


12    3  2    3 

P2(PoPl—PlPo) 

+k(kpi-PiPo)  l  ^'^'"'' 

3      12  12 

+P2(PoPl—PlPo) 

2    3  2    3 

(PoPi  ^PiPo) 
+{poPi—PiPo)  (     ' 

12  12 

-riPoPi—PiPo) 

lie    Factoren   von   sini^Joi,    smw?!^,    sisiw2o   sämmtlich   einander 
1,  nämlich  die  nachher  in  46)  durch  J  bezeichnete  Grösse  sind. 

A.U8  diesen  Gleichungen  erhält  ma»,  wenn  der  Kürze  wegen: 


27* 
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«ao  9^  931  ^1  419  19 

19S  9S  931  31  319  19 

=  Pi  {PiPo  —P0P2)  +Pi(:P2Po  —  P0P2)  +Pi  {P2P0  —PoPi) 

128  23281  31812  12 

=  P2{PoPl  '-'PlPo)'TP2{PoPl  ^Pi  Po)'rP2{PoPl  —PlPo) 


gesetzt  wird,  leicht: 


1  8        28  282  331  3*x 

T       l    air^.^  -  ^^  ""^^  AP2P0  —PoP2)  +  jPl  -—Pl  AP2P0  —PoPj) 

J      l   air....      —  iPl—Pl)iP2P0'-P0P2)  +  {Pl  —■Pl){P2P0—P0P2) 

J—pj  8mti?2o  —  '^ j 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 

47) 
ö=      0, 

(dt  = 


{PlP2'-P2Pl)  +  {PlP2^P2Pl)  +  {PlP2—P2Pl) 

12  12 

rrf  _          POPI—PIPO 
ü j  5  , 

Pl—pi 

3 

S^—       ^0^ . 

"'1      "l  B  2     ^  2     3  2  ä  3     1  3     1» 

{Pi  —Pi){P2Po-^PqP2)+{Pi  '^Pi)iP2Po—PoP2) 


Ö"  = 


1 
Po^ 


(2>1  —Pl  ){P2P0  —P0P2)  +  (Pl  --Pl )  {P2P0  '-P0P2) 


2    3           2    8 
«1     — i         5 » 

I>1— Pl 
folglich : 
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Ferner  ist  nach  48); 

i 

^^  Ö,  ~"   Ö" 

=         Po {{Pl  P2  '-P2P1 )  +  {Pl  P2  —P2PI )  +  (Pl  P2  —PiPl  )1 

2  131  31  8  112  12 

—  {{Pl  —PlAP2P0—P0P2)  +  {Pl—PlAP2P0—P0P2)\ 

112  12  2    3  2    3  8    1  3    1 

=  —  P2  {{PoPi  --Pl  Po)  +  {PoPi  —Pl  Po) + KPoPi  --Pi  Po)\ . 
wie  man  leicht  findet. 

Weiter  ist  nach  48): 

12       12 

PoPi  —Pi Po  A      f^   ^        12     z/ 
ö* ^  —  KPoPi  —PiPo)  ^ 

1  2  12^  9^  9*tl  41  419  19 

=  —  {Pl'-Pl){Po{PlP2—P2Pi)+Po{plP2—P2Pl)+Po{P\P2—P2Pl)\ 

L  12  12  23  23  31  41  19  19 

I  —   (  PoPl  —PlPo)  {{Pl  P2  —P2P1 )  +  {Pl  P2  —P2P1 )  +  {Pl  P2  —P2P1 )} 

=  {Po{Pl'-Pl)+{PoPl'-PlPo)]{PlP2  —  P2Pl) 

21  2  12  12  31  31 

{PoiPl  —Pl )  +  {PoPl  —Pl  Po)}  {Pl  P2  —P2P1 ) 

—  {PoiPi  —Pi)+{PoPi'—piPo)]  {P1P2—P2P1) 

=  Pl{P0  —Po){Pl  P2  —P2P1 ) 

Pl  {Po  —PoXPl  P2  —P2P1 ) 

3      1  2        12  12 

—  PlGo—Po){PlP2  —P2P1) 

31  2  31  2  12  12  12  12 

+  Wi(Po—Po)—Po(Pi—Pi)—(PoPi  —PiPo)\  (P1P2—P2P1) 

1  2        123  23  231  31  312  ^2, 

==  —  (Po—Po)  XPl  (PlP2—P2Pl)+Pl  (PlP2—P2Pl)+Pl  iPlP2—P2Pl)] 

19  19  19  19  94  9S  41  41 

—  (Pl  P2  —  P2P1)  {(PoPl  —Pl  Po)  +  (PoPl  —Pl  Po)  +  (jPoi'l  —Pl  Po)\ 

12  1212  12        ,23  23        ,31  31 

=  —  (Pl  P2  —P2P1)  {(PoPl  —Pl  Po) + (PoPl  —Pl  Po)  +  (POPI  —Pl  Po)\  -> 

weil  der  erste  Theil  offenbar  verschwinflet. 


428     Grunert:  DU  Theoreme  von  Pascal,  Uesargues,  Pappus,  Camot 

ein  involutorisches  System  bilden  sollen,  für  o;  =  0  zwischen  de 
Grössen  «i;  x\  «i';  o;",  a?/'  Statt  finden  müssen,  müssön  also  nach  11 
offenbar  auch  zwischen  den  Grössen  Si;  5',  ö,';  ö",  ö/'  Ste 
finden,  und  werden  aus  jenen  erhalten,  wenn  man  für  x  über 
5  setzt 

Mit  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  nun  untersuchen,  welche  1 
dingung  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  Punkte 

A,    A,;        B,    B,;        C,    C, 

ein  involutorisches  System  bilden  sollen. 
Nach  44)  ist 

(-L  _  i  VI-  -l-\-(l-  ±Vi  _  ±.\ 

V«/'     ö'Aö,      ü'7-\5'     öi)\ä"     ö,7 

die  nothwendige  B^dingungsgleichung,  dass  die  Punkte 

A,    A,;        B,    B,;        C,    C, 
ein  involutorisches  System  bilden.  Multipliciren  wir  diese  GIeichun§ 


1312  18         2*)  2^ 

PoPoiPoPi  —PiPoXPoPi  —Pi  Po)^^? 


90  wird  dieselbe: 


2323  1SI9 

fll       },l\  PoPi—PiPo       /«  ^        11^  PoPi  —p^Po 

KP^iPl—PlPo)  g"77 \PqP\  —pi  Po) ~7 


X   \poPo^^-Po%fr]^ 


12  12 


=         {PoPl  —PlPo)  \ g7 ^  —  {PoPl  ~P\  Po)  g-  ^ 

1  » 

Nach  dem  Obigen  in  48)  ist: 

=  --  (Pi  —pi){PoPi  —PiPo)+{Pi  '-Pi){PoPi  —PiPo) 

==  —  Pi{{PoPi  '—PiPo)+{PoPi  —PiPo)+{poPi  —piPo)h 
wie  man  leicht  findet. 
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Femer  ist  nach  48): 

1 

12    3  2    3  3    1  3    112  12 

=       Po{{PiPi'-PiPi)+{PiPa—P2Pi)+{PiPi'-P2Pi)\ 

2  131  31  3112  12 

—  {{Pi  -'PiAPiPo—PoP2)+{Pi  —PiAPiPo—PoPi)} 

112  122    3  2381  **v 

=  —  iJ«  {{poPi  —Pi  Po) + \PoPi  — Pi  ^^o) + \PoPi  —Pi  Po)\  ^ 
de  man  leicht  findet 

Weiter  ist  nach  48): 

12  12 

PoPl—PlPo   A        /     *  12// 

— g* — ^  —  \P0P\  —P\P0)  ö" 

1  S  183  93  2^1  ^1  ^19  19 

=  —  (Pl— JPl){j>o(Pli'2— •JP2i>i)+2>o(jPll'2— l'2^l)+;>o(i>li>2— P2^l)l 

12  12  23  23  31  31  12  12 

—  (  PoPl  —PlPo)  {{Pl  P2  — 2'2Pl )  +  {Pl P2  ^P2Pl )  +  (l^l  1'2  —P2PI )} 

=  —    {PoiPl  — l'l )  +  {Po  Pl  —Pi  Pü)\  (  Pl  ^2  —  V2P\  ) 

2  1  212  12  31  31 

—  {PikPi  —2>i ) + \PoPi  -^P\  Po)]  \P\  P2  —P2P1 ) 

—  {PoiPi  -'Pi)'\-{PoPi'—PiPo)]  {P1P2—P2P1) 

=  —  Pi{po  —po){Pl  P2  —P2P1 ) 

—  Pl  {Po  —Po){pl  P2  —P2P1 ) 
3      1  2        12  12 

—  PiKPo —P0AP1P2  —P2P1 ) 

31  2  31  2  12  12  12  12 

+  \Pl(PO—Po)—Po(Pl—Pl)—(PoPl  — JPlJPo)}  iPlP2—P2Pl) 

1  2        123  28  231  31  812  ^'| 
(Po-^Po)  iPl  (i>ll'2— l'2jPl)+l'l  (Pll>2— l'2jPl)+Pl  (P1P2—P2P1)] 

19  19  19  19  93  9S  S1  31 

—  (pi  Pi —PsPi)  {(PoPi  -"Pl  Po) + (PoPi  —Pi  Po) + (PoPi  —Pl  Po)\ 

19  19  19  19  9S  9S  Sl  ^1 

=  —  (Pl  Pi  —PiPi )  {(PoPi  —Pl  Po) + (PoPi  — JPi  Po) + (PoPi  —Pl  Po)]  9 


Weil  der  erste  Theil  offenbar  verschwindet. 


N 


I  ■    ■ 


430     Grün  er  t:  Die  Theoreme  von  Pascal,  Desargues,  Pappus^  Ckunot 

Endlich  ist  nach  48): 

1  3  , 

Po^-Po^ 

32  131.  31  ^  113  19 

==      Po  {(Pi—Pi)(PiPo'-PoP2)'hiPi  —PiXPsPo—PoPi)} 

11  323  28  2  331  31 

—  Po  {(Pl  ^Pl)iP2P0'-P0P2)  +  (Pl—Pl)(P2P0—P0P2)} 

o  1  ^19  19  19^  9^ 

=  (Pl  —P\  )  WoiPtPo  ^PoPi)  +Po(P2Po  —P0P2)\ 

32  1  12  3  3    1*        31 

+  {PoiPl—Pl)—Po(Pl—Pl)}{P2Po'-PoP2) 

3  1         12323  231  31  312  12 

=  (Pl  —Pl)  {P0(P2P0  -'P0P2)  +PoiP2Po  —P0P2)  +Po{P2Po  —P0P2 

32  1  12  3  23  1  31  31 

+  {Poipi  --Pi)  —PoiPi  —Pi)  —poiPi  —Pl)}  (P2P0  —P0P2) 

3  1123  23  231  31  312  12 

=  (Pl  —Pl)  {Po  ^P2P0  —P0P2)  +Po(P2Po  '-P0P2)  +PoiP2Po  —PoP'. 

19  S  9S  1  ^1  9  *tl'*l1 

—  {(Po(Pi  —Pi)  +Po(Pi  —Pl)  +Po(Pi  —Pi)]  (P2P0  —P0P2) 

31  31  12  12  23  23  31  31 

==  —  (P2P0—P0P2)UP0Pl—PlPo)+(P0Pl—PlP0)-i-(P0Pl—PlP0) 

weil  der  erste  Theil  offenbar,  verschwindet. 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

19  19  94  94  5t1  41 

49)   .   .    G  =  (poPi-'PiPo)  +  (poPi—piPo)  +  (PoPi—PiPo)', 
so  ist: 

23           2    3                                              1212 
1    a         i    ^  ,  popi  — Pl  Po         2    3         2    3  .PoPi—ptPo  2 

iPoPi  —PiPo)  ^f iPoPi  —PiPo) g7 =  —PiG 

1 

PoPi  — PiPo  **         ^*\^  '*         ^* 

=7 ^  —  (PoPl  —PlPo)  Ö;;  ==  —  (^1^2  —P2P1)  G, 


1  3 

»    PO^         *    PO"^  /*    ^  *    '   \  P 

Po  7^  ""l'O  TfT  =  —  Vi'2i>0  —P0P2)  ^> 


^0    ^-  XV  ^^ 


und  die  obige  Bedingungsgleichong  ist  also: 
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331  88  2312  1231  31 

PoPi  Pa^GG  =  (poPi  —PiPo)(PiP2'—P2Pi)(P2Po—PoP2)^^ 
ler: 

321  23  28        12  12        31  31 

\P0PlP2^  —  (PoPl—PlPo)iPlP2—P2Pl)iP2Po—PoP2)}^^ 

=  0. 

I    8    H 

Bezeiclmeii  wir  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AAA  durch  D123, 
ist  bekanntiich  nach  Thl.  XXXVHI.  Nr.  XXXVI.  §.  17.: 

128  32  231  13  312  21 

Tx ,    PoiPlP2  -'PlP2)'hPo(Pl  JP2— Pl  P2)+Po(Pl  P2  —P1P2) 

J^123  —  -L  2J  ' 


io  nach  46): 


id  folglich: 


ach  dem  Obigen  ist: 


.so: 


D123  — ±2jr* 


z/  =  ±2JDi23- 


G=  ±2Di23sinw'oi9 


ind  G  verschwindet  also  nicht,  insofern,  was  natürlich  hier  im  Allge- 
memen  vorausgesefet  werden  kann,  D123  und  8inw?oi  nicht  verschwinden. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen  die  gesuchte  Bedingungsgleichung: 

321  23  23         12  12         31  ^1 

^"  PoPl P2^  —  (PoPl  —Pi  Po)(P\ P2  —P2P\ )(P2Pfi '—P0P2)  =  0 , 

oder: 

23  23        12  12       31  31 

MN  ^  __  {PoPl  —PlPoXPl  P2—P2Pl)ip2Po—PoP2) 

«xj  .  .  .  ^i  —  r~ä~~i  * 


oder: 


P0P1P2 


28  23        12  12        31  31 

PoPf-PiPo  PiPi—PiPi   P2P0  —PoPi 


Oder: 


3  .a    1     —  «3  12  s    1 

P0P1P2  PiPo  P2P1  P0P2 

^PO    Pl        V  Vi     P2  '  ^P2    i>0  ' 
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Es  seien 


V. 

•u  The«rca  ?ov  Pappiis. 

§.  a 


3  4         5  6 

JaL.^       iXj       JL^       A. 


sr  Punkte,  deren  Goordinaten  wir  wie  gewöhnlich  beziehungsweise 
irch 


3 

Pe^ 

3 
Pl^ 

3 

4 

Po^ 

4 
Pl^ 

4 
Pi'^ 

6 

Pa^ 

6 
Pl^ 

5 

6 

Po^ 

6 
Pl^ 

6 
P2 

ezeichnen.  Den  durch  diese  vier  Punikte  gehenden  Zug  nennen  wir 
floerhaupt  ein  Viereck,  und 

34  56  45  63 

AA,    AA        und        AÄ,    AA 

psen  gegenüberstehende  Seiten.  Ein  fünfter  Punkt  sei  A,  dessen 
iWdinaten  wir  durch  Pq,  Pi,  p%  bezeichnen.  Nehmen  wir  aber  das 
Dreieck  AAA  als  Fundamentaldreieck  des  Goordinatensystems  an,  so 

,  4   5  5   0  6  4 

*88  dessen  Seiten  AA,  AA,  AA  in  dieser  Ordnung  als  Iste,  2te, 
te  Seite  oder  Axe  betrachtet  werden,  so  ist: 

4  *         /v        ^  ^  ^  * 

Pa  —  0.    i>2  =  0;     jPo  =  0»    l>i=0;     Pi=0,    i?2  =  0. 
Die  Gleichungen  der  Seiten 

3  4  4  5  5  6  6  3 

AA ,  AA ,        ^^AA,  AA 

iid  beziehungsweise: 

8  3  3  3 

l>8Ä)— JPöl»a  =  0,    Po=^0,    i?i=0,    PtPi-'PiPi  =  ^' 
Thdl  Lm.  28 
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Bezeichnen  wir  nun  die  von  dem  Punkte  A  auf  die  gegenüber- 
stehenden Seiten 

34  56  46  63 

AA,    AA       nnd       AA,    AA     ^ 

3  4  5  6 

des  Vierecks  AAÄA  gefällten  Perpendikel  beziehnngsweise  dnreh 

P^,    Pßß       und       P4ß,    Peg^\ 
so  ist  nach  Thl.  XXXVm.  Nr.  XXXVI.  §.  14.: 

8    0  8    0 


und 


84    =  i T- rni  »  ^66    =  J»! 


8    0  3    0^ 

-^46    —  JPO  »  -^63    —  s   „   .    • 


5     3 


Pl*+P8*— 2pil^  COStI?!, 

Folglich  ist: 


0.80  8    t 


p.p.  P.»(l>,fo-f»ft)' 

-^84  «-Mie    —  •  8  9    8 

P^+PQ—^oPt  COSlü^ 

-^46  •'M»    —  • 


a    s 


also: 


l>,*+ft»~-2pi|)j  costoj, 
53) 

008  08  3  3  83 

^45^ '  ^68*  _  P(?iPlP%  —PtPd^    fo'+yg'—  ^0l>2 cos  U-gp 
D    2    7>    2         00»  o3'a  3  «3  • 

**  *    ^         PliPiP^—PoPt)^    PlM-|'2*-^2i3i|),C08tr,g 

Wir  woDen  nun  annehmen,  dass  die  vier  Punkte 

3  4         6  6 

A)     £L^     A.^     £k. 

die  wir  als  fest  oder  unveränderlich  annehmen,  in  einem  Kegelschni 

li^en,  und  dass  in  diesem  Kegelschnitte  auch  der  Punkt  A  li( 
Dann  ist  nach  1)  die  Gleichung  dieses  KegelBchntttst 

#808  08 

^lP2(l\)A  -^PiPfd-PfiPi 

0    8      0    8  0    8  \   -^Q 

+P^P^yPlP%'-PtPl)'PlPt 

0    8      0    8  0    3 

+Ä  Pi  (AJP6  ~ä>ä)  PtPt 
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oder: 

0303  03  0303  03 

PiP^iPoPi—TiPo)   ^ I  PoPo(PiP2 — P2P1)  .  »  n 

T»    7n       in      'PoPi  "T  ~JJ    o"i       o~i      •PiPt'rPi  -P^Po  =  ^  * 
Pi  (PfiPo — P0P2)  Pi  (PtPo  -^PoPi) 

oder: 

008  03  0      03  03 

'      P^iPoPi  —PiPo)  •  '     PoiPiPi'-P^Pi)  ,   '  ^ 

P2  •  5 — ö^i ö~r~ ' ^oi'i  -rl'o  •  z    z~i       z-r-  •  PiPi+Pi  PtPo  =  0. 

Pi  iPiPo  -^PoPi)  P\  iPtPti  —P0P2) 

Setzen  wir  nun 

0      0    3  0    8 

^^x  ir P^PiP2Zl£iP\) 

80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

003  03  003  03 

^   1   «. 1^2(jPiPo— goi>i) PiiPt^Pi—PiPa) 

Pi  iPiPo—PoPi)  Pi  (PaPo  —PoPi) 

folglich  die  vorstehende  Gleichnng  des  Kegelschnitts: 

3  3  3 

—  (^  +  ^)Pi'P0Pl+^P0'PlP9'^Pl  'P2P0  =  ^ 

oder: 

3  3  3 

55)    ...    .    {l  +  K)p2.poPi-'KpQ,piP2--pi.p2Po  =  0. 

Nehmen  wir  jetzt  in  diesem  Kegelschnitte  einen  sechsten  belie- 
bigen, aber  bestimmten  Punkt  A  an,  dessen  Coordinaten  wir  durch 
Qq)  ^i)  ^2  bezeichnen  wollen,  so  ist  nach  vorstehender  Gleichung: 

8  '^  3  3 

(1+ä)jP2. 5oS|  —  jKpo- ö| 5«— Pi . ögSo  =  0, 
Vroraus  sich: 

M) g=y;'^~y 

ergiebt,    und   a}90  arheljot,   dA^  K  eim   eoniteot»   ol^mlieb  von 

o 

der  Lage  des  Punktes  A  in  dem  KegeUehnUte  g^W  MOftbh^ngige 
Grösse  ist.    Weil  nun  nach  53) 

3        3         33 
JAS^'Ag^       X.2  a!42a!l-^o£2C2!«^2o 

^34  -^66  p^^+Pi^-^2piP2^^Vyi2 
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und  offenbar  auch 

Po    +P2  —  ^0P9  cos  ^^20 

8  8  3      3 

Pl*+i>2*  —  2pii>2  cos  Wi  2 

o 

eine  von  der  Lage  des  Punktes  A  in  dem  Kegelschnitte  ganz 
hängige,  insofern  also  constante  Grösse  ist,  so  ist  auch  das  Yei 
hältniss 

eine  constante,  von  der  Lage  des  Punktes  A  in  dem  Kegelschnit 
ganz  unabhängige  Grösse.    Dies  führt  auf  den  folgenden  Satz: 

Wenn 

3  4  6         6 

vier  in  einem  Kegelschnitte  liegende  feste  Punkte  sii 
oder 

8  4  5  6 

AAAA 

ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes  festes  Viere 
ist,  und  die  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten 

34  56  45  63 

AA,    AA        und       AA,    AA 

dieses  Vierecks  von  einem  beliebigen  fünften  Punkte  A  d 
Kegelschnitts  gefällten  Perpendikel  bezlehungswei 
durch 

^34>      -^56  ^^^  -^46»      -^63 

bezeichnet  werden:  so  ist  das  Verhältniss 

-^45' -^63 

o 

ein  coüstantes,  von  der  Lage  des  Punktes  A  in  demKeg( 
schnitte  ganz  unabhängiges  Verhältniss. 

Diesen  Satz  nennt  man  den  Satz  von  Pappus. 

Nach,  dein  Obigen  ist: 

57) 


As-Pes  __.  ^  <^o(<9^iP2—^aPi)  1/ Po^+P^^—^PoPi^o^'^so 

-P34-P56         '^  Qi(J5iPo'-Qop^)V    Pi^+Pi^'-2piPiC0SW^ 
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"^  2sinu7|28mtr2o 

2  Sin  «^20  ^^^01 
und  nun  durch  blosse  Erhöhung  der  Indices: 

'^  2sini£72osmu'oi 
sin?^2*— sinti720*4"Sinw7oi* 

COStTjjQ  — 


Ssini^oiSintTi 


» 


oder: 


sin  wqj  ^ — sin  tg|  2^  -f-  sin  w^^ 

sin  wqi  ^'{'B,iDLWi2^ — sin  ^^20^ 

^  28mt/7oi  8m«?i2 

/  folgt,  so  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Formeln  haben; 

siniTAi  * — sinic;!«^ — sint^oA^ 

cost^oi  = ^^-iT'' ' » 

"'  z  sin  ti?!  2  sin  1^720 

r>«^  V  ,^„,^     _  —  8in^^oi»-i-sin^>i2^— smt^>20^ 

^  ^         "  2smw2o8mwQi 

—  sin  Wqi  2 — sin  t^i  2^ + sinK72o^ 
*"  2QmwQiHmwi, 


Weil  nun  nach  §.  7. 


Pi  sint^2o  =^  •^y       p^bielwqi  =  J^       Po^^'^n  ^^  *^ 


•• ' I 


also: 


J 

J 

J 

smwQi  =  ft- » 

smti7|2  —  6  9 

Binwjo— 4 

P9 

Pü 

Vi 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  fmdet: 
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59) 

jw^oi  =     Wi (r;  —  r-  -*  4-)  =  - kPoPiU-  —  ~  +  r-) » 

W     P(?     Pt*^  Vi*     ft*     PiT 

6  •  /l,    1        1  \         \*  «  /l        1        l\ 

Va*      i'o*       i>i*^  Vi*     >2*      Po^^ 

d  man  erhält  also  nach  57)  den  folgenden  sehr  merkwürdigen 
isdmck: 


_  3  _      8  f  3 


>»>>■■        ■    i«»    I  »     ■         ai»!! 


Po*+Ps*—l'oP»-2'oPs(j^  ~  S  ""  ""ä) 


Vi*         ;>2*         V^ 

welchem  man   das  obere   oder  untere  Zeichen  zu  nehmen   hat, 
achdem  der  Factor  vor  dem  Wurzelzeichen  positiv  oder  negativ 
lieber  die  Bedeutung  der  Grössen  q^^  Q|  ,  cS^  ist  oben  ^Ues 
forderliche  gesagt  worden.  ^ 


.■■^«■^i*.  ■■■         ■■  m,mmn    m        »IM   »»I  ^W*    >i  fc 


VI. 
•as  Thecrea  vra  Cwnict. 

§.9. 

Das  Theorem  von  Carnot  ist  das  folgende: 

Wenn,  die  Seiten 

AB^        BC,        CA 

ines  Dreiecks  ABC  (Fig.  2)  voji  einem  Kegelschnitte  be 
iehungsweise  in  den  Punkten 
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vu. 

Das  Theorem  Ton  Chasles. 

§.  10. 

Das  Theorem  von  Chasles  (Trait6  des  sections  coniques. 
remiere  Partie,    p.  3.    N^.  4.)  ist  das  fdgende: 

Wenn  man  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  nach 
inem  fünften  Punkte  dieses  Kegelschnitts  gerade  Linien 
ieht;  so  ist  das  anharmonische  Verhältniss*)  dieser  vier 
eraden  Linien,  welches  auch  der  fünfte  Punkt  des 
Kegelschnitts  sein  mag,  ein  constantes. 

Dieser  Satz  kann  aus  dem  Satze  von  Pappus  sehr  leicht  abge- 
ltet werden. 

In  Fig.  3.  seien  A,  jB,  (7,  Z)  die  vier  Punkte  des  Kegelschnitts 

rl  nach  dem  fünften  Punkte  O  dieses  Kegelschnitts  seien  von  -4,  Ä 
D  die  Geraden  AO^  BO^  CO^  DO  gezogen.  Bezeichnen  wir  nun 
fe  von  O  auf  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  des  Vierecks  ABCD 
fcfällten  Perpendikel  beziehungsweise  durch  «,  /5,  y,  d;  so  ist  nach 
incm  bekannten  Elementarsatze: 

OA.OB.sinOAB 
"  = -AB ' 

.       OB.OC.svüBOC 
P  =  ~ BC ^ 

OC.OD.ixaCOD 

y= — —CD — ' 

OD.OA.w\DOA 
d  = -^ . 


**).  Qttand  qnatre  droltes  A,  B,  C,  D,  sitn^es  daDS  nn  zn^me  plan,  passent 
r  un  ndme  poinVoonB  appeUeroQS  fonction  ou  rapport  anharmonique 
I  qualro  drttite»,.:Vex|^rQfBiQD  teile  qae 

slti  (A,  C) .  CTtt(B,  C) 
6TR  (A,  D)  *  Mtv(B,  D>* 

m^e  des  sinns  ^e  qnatre  des  b\jl  angles  qne'  ces  droites  fönt  deux  k  deux 
rait^  de  G^om^trie  sup^rieure",  par  M.  Chasles.  Paris,  1852. 
L    N».  7.    p.  7.).^ 

28* 
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Die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber  bestimmten  Punktes  ic 
gegebenen  Curve  seien  öo,  5i,  ög,  so  dass  also 

c  /(«o,  öl,  Ö2)  =  0, 

'  Öosini«7i2-f-öisinio2o~f'<»^2sin^'oi  ^^^  ^ 
ist. 

Lassen  wir  nun  g),  wovon  Öq,  öi,  Ö2  abhängig  gedacht  werden, 
Veränderung  Atp  erleiden,  wodurch  die  Veränderungen  dJii^^  Jq^, 
von  ©09  öl,  Ö2  herbeigeführt  werden;   so  ist,  wenn  wir: 

4)  .   .   .  öo'  =  öo+^öo,  öl'  =  öi+^öi,  Ö2'  =  «2+^02 

setzen,  natürlich  auch: 

/(öo',  ö/,  Ö2')  =  0, 


5)  .   .   .   .     \  _  _ 

'jüo' sin  2/718+ *^i' 81 


8inM?2oH~'i>2'sinwoi  ^=^  *^- 

Legen  wir  nun  durch  die  beiden  Punkte  (Öq  öi  Ö2)  und  («o'  ö/ 
der  Curve  eine  Secante  der  letzteren,  so  ist,  wenn: 

!L=(di  Ö2'  —  Ö2  öl', 
ikf=  ÖgÖo'  —  ÖoÖg', 
N=  ößöi'  — öiöo' 

sesetet  wird,  bekanntlich 

7) Lpo+Mp^+Np2==0 

die  Gleichung  dieser  Secante. 

Nach  dem  Taylo raschen  Satze  ist: 

_ ,       _    ,  8öo   .     ,  „ 

«0  ="o+äir^qp+^o, 


öi'  =  0i+^z/<p+J?i, 

__  ,         -     ,   8Ö2    ,      ,    „ 
«2    =Ö2+g^^g>4-^-, 

wo  die  Beste  Äo,  ^,  Äg  bekanntlich  in  Bezug  auf  /f(p  Grössen 
zweiten  Ordnung  sind. 

Mittelst  leichter  Bechnung  findet  man: 
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L  =  öiög'-— ö 


2 


29 


Jkr=  ögido'  — Ö0Ö2'  =  1  Ö2gZ-  — <^ogr-)^<P+«2-ßo  — «0^: 
_  _  , ,        /_  8öi      _  85o\  .     ,   -   *.       -   ^ 


Iso: 


M 8öo      -  8Ö2  j^  -    Äo        -    ^2 

2f^~""2  89  "~"«8^+"2j^  — «0;^' 

iV        _  85i      _  8öo  ,  -    i^i       -   Äo 
^  =  ^og— -«jg^+Wo^-öi^-^- 


Die  Gleichung  8)  der  Secante  kann  man  auch  auf  folgende  Art 
schreiben: 

md  da  nun  bekanntlich  die  Berührende  der  Curve  in  dem  Punkte 
Öq  öl  02)  i^  allein,  richtiger  und  streng  -  wissenschaftlicher  Weise 
aufzufassen  ist  als  die  Gränzlinie,  welcher  diese  Secante  sich 
lähert,  wenn  Jg)  sich  der  Null  nähert,  so  ist  die  Gleichung  der 
Berührenden  in  dem  Punkte  {Qq  «i  «2)  aufzufassen  als  die  Gränz- 
5leichung,  welcher  die  obige  Gleichung  der  Secante  sich  nähert,  wenn 
^(p  sich  der  Null  nähert,  und  es  ist  also: 

Lim^.po+Lim^-Pi+Lim^^  1,2  =  0 

die  Gleichung  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte  {Qq  «i  Ö2) 
tlerselben. 

Nach  den  oben  entwickelten  Ausdrücken  von 

-  A.     J^       iL 

^t  aber  offenbar: 
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I^"^2^  =  «ia^-«2a^  +  «iLim^-o,Liiii^, 

also,  weil  Rq^  ^,  IZ^  in  Bezug  auf  dg>  Grössen  der  zweiten  Ordnun 
folglich: 

Rq        R\_      R2 

dg> '      Afp  *      dtp 

in  Bezug  auf  Aq>  Grössen  der  ersten  Ordnung  sind,  und  daher: 


ist: 


Lim -7^=0,     Lim-T^=0,     Lim-:7^==0 


^,      L         _  86)2       _  8«! 

^"^:5^==®«8^""'^«8^' 

Hiemach  ist  also  nach  dem  Obigen: 


8^  |'5?^2_^8öi\ 

^^ \^8g>       ^8g>/ 


^'o 


,  /_  8üo      -.  8(.)2\      f 

+V«^8^~«oa^ji'iJ  =0 

,  /_  85i      -  85o\ 


die  Gleichung  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte  (öo  ö^  5. 
derselben. 

Bezeichnen  wir  die  Function  /(«o?  ^i,  02)  von  öo,  öi  ög  durc 
»,  und  setzen  also: 

9).   •....:..   •  tt=/(öo.  öl,  ög); 
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Von  einer  Bestimmung  des  Factors  ö'  kann  natürlich  nur  dani 
die  Rede  sein,  wenn  über  dieVariabele  q>  etwas  Bestimmtes  festgesetz 
worden  ist    Setzte  man  etwa,  was  verstattet  ist,  9  =  Oq,  so  wäre 

^7\ 


also  nach  dem  Obigen: 

.        ^  /  .  du         .  du\ 


folglich: 


du         .  du 


!du  Bu  \  ~^ 

Folglich  ist  nach  8)  die  Gleichung  der  Berührenden: 

11). 

,    (/-    8«*    .   ^   du    ,   _    du\  .  ^8^)      I 

+  iV  "« 8s^ + "'  äs;  +  "^  ^  j  '"''"»*"  -^äs;}  ^* 

oder: 

-    8w         .  .  .  \ 

+  ^i^7r(Po  sin«;i2+/)i  sinM?ao+P2  sinw?oi) 

"^  ^2  8ö"  ^^^  ^^  ^^^  "^"^^  ^"^  ^2<>  "^^2  ^"^  ^^^^ 
^f  du  du  du    i\ 

also  offenbar: 

i  o\       8^        i    8^        I    9^  —    3to  8««    ,   _   8w 

^^^•••8ro^«+8ö;^i  +  8§;^-~"*5§^  +  '^*8ö;+'^^8^ 

oder: 
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Die  Gleichung  der  Kegelschnitte  wollen  wir  jetzt  unter  der  Form: 
14).    .   Apo^+Bp^^+(W+2JDpoPt+2Ep^p^+2Fp^Po  =  0 
darstellen;  dann  ist  im  Obigen: 

15). ...u  =  ^5o*+^ö|*+^2*+2Z>5oS|+2£5|  52+22^0200? 
folglich: 

OU  r— 

also  die  Gleichung  der  Berflhrenden  in  dem  Punkte  (Öq  Ö|  ög): 

16) 

(4öo+X>Oi+jF©g)(po— öo)  \ 
t^  +(-D5o+5«5i+£5s,)(pi-  ö,)  j  =  0, 

1+  (-Föo + -ES, + CO  j)  (p8  —  5  j) ) 
«er,  .U,  «.  Mch.  «nd* 

— (^öo2+^5i2+CG52*+2Z)5oSi+2jE;5i52+2i?©2So) 

=  0, 
^so,  weil 

^ÖQ24-^5,«+C52*+2i^5oöi+2-E;5,02+2F525o=0 

tst: 

__        17)       ^ 

iAOo+DOi'^F(d2)pQ+{D(do+BQ^E(di)pi'\^F^o+E<di+CG)2)P2 

=  0. 


iie  N«raaleii  der  Cirfen. 

§.  2. 


Wenn  die  Gleichungen  der  Berührenden  und  der  Normale  einer 
Curve  in  dem  Punkte  (Öq  Öj  02)  derselben  beziehungsweise 

18) LpQ-{-Mpi-\-Np2  =  0 

'    Theil  Lin.  29 


■] 
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und 

19) L'po+M'pi+N'pi^^O 

sind,  so  hat  man  bekannüich  (Thl.  XXyvm.  Nr.  XXXYI.  S.  480.) 
die  folgenden  Gldchongen: 

{L-\'Mcoswqi-{'Ncosw^)L'  \ 

•\'{LC0BWqi-\'M'^NC0SWi2)M'\  =  0 

und 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen: 


so  18t  nach  11): 

dt* 
8öo 


L  =  «T^sintr^s — «^  o=-« 


8t* 
il(f  =  J  sintügo — •^Ss"» 

folgUch,  wie  man  leicht  findet: 

Zr+ Jfcf  COStl?oi +iV  cost<?2o 
=  ^  |sintri24-sin(ti?jo+«'oi)  J  —•^{35"  +C08t(7o,g=-+co8tr«>g=-|» 

L  cos  wqi  -f-  Af-(-  N  cos  w?i  s 
===  jr  I  sint£?2o+sin(iooi+ti?i2)  |  —^|cost^?oi g^  +g=-  +C08t^i2g=-| . 

if  cos  t^20  "f"  ^COS  tOi  2  4" -^ 

=  J*  I  sint«;oi+sin(ti7i2+t<72o)  |  —  ./|cost(72ög=-  +costri2g=-  +g=-|  i 

also,  weil  (a.  a.  0.  S.  403): 

smwoi  =--sin(t/7i2+t£?2o), 
sint^T,2  ==  —  sin(t^T2o+t<7oi), 

sin«?go  =  — sin(«?oi  +t«i») 
ist: 
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ZCO8M?20+-3f  C08M7,2  +  iV  =  —  J<  COSWjogg"  4-COStt;|2g=-  +g^  j  * 

Folglich  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen: 

+  (c08Wo,  gg-^  +55^  +C08«.„g=-)ilf  J  =  0, 

,  /  du    .  3**    1    ^  \  ,w 

+i^»^«>gö^+C08tr|2gö; +8ö;J^ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man,  abgesehen  von  einem 
gemeinschaftlichen  Factor,  weil  es  bloss  auf  die  VerHältnisse  der 
Grössen  L\  3f' ,  N'  unter  einander  ankommt: 

.       (20) 

(hu      ^     du      ,  du\ 

^  =   "» te  H-coswoi  gg;  +«>8«'wg5;j 

—  /  8m    ,   8m    ,  8m  \ 

^  ( du    .  Bu    .  8«*\. 

~  ^>  te +^^'^^>  80;  +^^®^^5ö;  j ' 

oder: 
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(21) 

L    =m       (OjCOSWgQ — <ü>2C08troi)g=- 
—  —       Öl* 


+(öi  —  ügcoswia)  g=-» 


dt* 

2 


il/'  = 


/-      -  \  ^ 

(Ö2  — üoC08^l72o)5g- 
l    /-  -  \  ^ 
+ 102  COS  t<?01  —  <i'>0  COS  «7i  2)  g=- 

^2 


+  («2  cos  «720  —  «o)  gg"' 


N'  = 


(«ocosw^oi  — öl)g^ 

I  /-       -  \  ^ 

+(öo— öicosti7oi)g=^ 

+(Ci)oC08tö|2— Ol  COSW20)  g= 


du 

2 


Die  Gleichung  der  Normale  in  dem  Punkte  (Oq  Qi  cDj)  ist: 

(22) 

—  /            du    .  du    .   8u\ 

—  /             du    .    du  du  \ 


l'O 


^  ( du    .  8t*    ,  3t*  \ 

—  /  8t*    ,   8t*    ,  8t*  \ 

=  0 


oder: 


+ 
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(2ä) 

(«1  COS  l£?2o  —  ö»  COS  Wqi  )  g=- 
+(«1  COSl^ig— öj)  g=-  4-(üi  —  OjCOSW^lj)  g=- 

/-       —  \  ^ 

(Ü2— öoC08tt72o)gg- 

^-(öjCOSM^oi  —  5ocostrij)gg-  +(Ö2Cos  «^20— 5o)g^ ) 
/-  —  V  8t* 

(öoC08Woi--<^l)gg- 
+  (Oo—üi  COSW?oi)g^  +(ÖOCOSU?I2— ölCOStt^ao)  g=" 

=  0, 
r  auch: 

(24) 

(du  Bu        Bu  \  _  __ 


i  (Su  du     .  8«*\/-  -      N 


=  0. 


y 


Die  Gleichung  der  Normale  eiues  Kegelschnitts  in  dem  Punkte 

c5|  O2)  is^-' 

(25) 

{A(dQ-\-DQi  +i^2)cOSW20 

[+(Z)Öo+55i+jE;52)cosw7i2  }  {^iPo—^oPi) 
{A<dQ-\-D(5i  +2^2)  costi^oi 

'  +  (2^0  tI- -^1  +  ^^2)  cos  W|  2 

=  0. 
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m. 

Der  Kranmniigskreb  der  CnrTen. 

§.  3. 

Die  Gleichung  der  Normale  der  Curye  in  dem  Punkte  (Öq 
ist  nach  II.  bekanntlich: 

26) L'po+M'pi-^-N'p^^O, 

wo  £.',  M\  N'  ihre  aus  20)  und  21)  bekannte  Bedeutung  1 
Lassen  wir  nun  q>  die  Veränderung  Jq)  erleiden,  wodurch  öo,  5 
in  öo+^^5o?  öi+z/5|,  «2+^^02  übergehen,  so  ist  der  durch 
letzteren  Coordinaten  bestimmte  Punkt  ein  dem  Punkte  (OqCSiC^s 
nachbarter  Punkt  der  Curve,  und  die  Gleichung  der  Normal« 
Curve  in  diesem  Nachbarpunkte  des  Pjmktes  (^o^i^s)  ^^j  ' 
indem  q>  die  Veränderung  Jq>  erleidet,  die  Grössen  Z»',  3f' 
respective  in 

27)  . .  Z"  =  L'+JL\        M"  =  M'+JM'        N''  =  N'+^N 

übergehen: 

28) L"po+M"pi+N''p^  =  0, 

Weil  nun,  wie  man  sogleich  übersieht: 
ist;  so  sind,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 


29) 


setzen,  nach  Thl.  XXXVm.  Nr.  XXXVI.  S.  422.  die  Coordinate 
Durchschnittspunkts  der  beiden  Normalen: 


'<:.h:..j.         ilil 


för  Driümien'Coordinaten,     Sätze  von  den  KegehchnUten,  4Ö5 


("■  f -'  ^> 


Q 


Q 

fach  einem  bekannten  Prindp  erhält  man  die  Coordinaten  des 
pnnkts  des  Erümmnngskreises  der  Corve  in  dem  Punkte  (c5oO|Qg) 
ben,  wenn  man,  indem  Jq)  sich  der  Null  nähert,  zu  den  Gränzen 
erstehenden  Ausdrücke  übergeht    Weil  nnn 

^q>        d(p  *  dg>         d<p  *  /dq>         dq>  * 

tach  29): 

0  ist,  wenn  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krüm- 
jkreises  durch  Po,  P|,  Pg  bezeichnen,  und  der  Kürze  wegen: 


«=  {'■'w-'^^y'^ 


+( 
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_{-''^--'^) 


^0—  n 


UB-r.'m. 


31)  ...:...    ^  _  _  V^'   dg>      "    8y/ 


{-^-^'^y 


Bezeichnet  R  den  Halbmesser  des  Erümmnngskreises,  so 
man  nach  Thl.  XXXYm.  Nr.  XXXVI.  S.  426.  zu  dessen  Bestimn 
die  Formeln: 

32) 
^jj  ^  _  (Pq— c5o)»sin2t(?i8+(P|  — 50^sin22^go+(Pa~52)^sin2 

2  sin  t^oi  sin  tü|  ^  sin  2^20 

oder: 

33) 

^2  __  _  f (Pq  — 5o)^COSt<?i2    ,     (P|  — c5|)^CO8t<?20    ,     (P2— togj^COStf 

\    sin^oi  sinti?2o  sint£?i2Sinw?oi  sintrjoSinw'ig 


§.  4. 

Um  die  vorhergehenden  Formeln  zur  Bestimmung  des  Kr 
mungskreises  mit  Leichtigkeit  anwendbar  zu  machen,  müssen  wir 
allen  Dingen  noch  die  Differentialquotienten: 

d£/  dM[  dN^ 

bloss  durch  partielle  Differentialquotienten  von 

«*=/(öo»  öl,  Ö2) 
nach  den  veränderlichen  Grössen  cSq,  Qi,  (^^  ausdrücken. 
Nach  20)  ist: 

L'  =      «i^cost^aog- +cost.,2g-+g-j 


—  /  du    .    du    ,  du\ 


also: 
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31/ 

8g) 


(du    .  du    .    du\ 

(du    .    du    .  du\ 

(du  du\ 

4-       ( 

/  .  du        .  8«  \ 

X^8mtr«,g5^-8m,«>oig=-J 

_  /  8«tt      ,  8««    ,      8*tt    \ 

"1  V«''«'«>85Ä  +«°'«'"^»+85^J 

■^      '      _  /  8»tt      ,   8««    ,  8»«    \ 

-"»  V'"««''»!  85;;85i+85? + <'°««'«  85185  J 

/  .  du         .  du\ 

_  /  d^u       .  dhi      .    dhi  \ 

+     i     ■ 

_  /  dhi      .      dht       ,  d^u  \ 

/  .         8it        .         8w\ 
X(^8m«>«g=^-8ui«.«,8ö;j 


452       Gruuert:  BerÜhreHde,  Normokn,  Krümmungshreis  der  Qsma 

(du    .  du        du\ 

(du         .  du\ 

(du    .    du    .  8t*  \ 

(«l  cos  ^20  —  ÖJ  cos  «fl^  )  g=-2 

+        { 

(5iCOSti;jo  — 52C08t(?oi)g=-g^  j 

^  1  a 

/  8t*  8t*\ 

X^sint.o,g=^-8mti^2gö;j 

,-  —  .8^ 

"^     '  . /TT  -  s    8*»     ,  ,_      -  ^9^i 

4-{ö,C0B«>„-ö,)g=-g=-+(o,  -OgC0S«.,2)g=^,) 


Sätze  von  aei» 
I  C081/?01  8öo      ^^^ 


A»~g- 


"+"  85i8ö8  \ 


„  8«V 

1       aöi^Oo  \  g^  \ 


\         fls^t     /  .         °ü-— 8in«'i«85'J( 


?- 


;    1    ■   uu>i--» 

«rf  die  beto««^*«^  ^«^'^'' 


todet  taat'  ^^**- 
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(du    ,  du    .    du\ 

(du    .    du    .  du\ 

/  du    .  du    .  du\  du 

=  -  sin«,,  (^gg.  +COSU.0,  g-  +C08«;«,  gj.  J  g=^ 

(  du  du        du\du 

-8mt.i,|^cost^;2og5^+cost^i2gö;+8Ö2J8ö;' 

also: 

35) 

(du    ,  du        du\ 

(8t6   ,   8«<    ,  8t*  \ 

/ .         8«        .         8«\ 

X  1^8111«,,»  g=-- am  «.«.g^j 

=  -«"»«'"  tej  +  V8ö"xj  +  läi;)  +2«°««'oxg5-o  -äs; 

8«     8u 

,  ^  8t*     8t* 

Ans  den  Formeln  20)  erhellet^  dass  M^  ans  Ü  erhalten  wir 
wenn  man  in  L'  alle  unteren  Indices  oder  Accente  nm  eine  Einhe 
erhöhet,  und  dass  N^  ans  M'  erhalten  wird,  wenn  man  in  ü/'  al 
unteren  Indices  oder  Accente  um  eine  Einheit  erhöhet.    Ganz  eben! 

erhält  man  also  -g—  aus  ^  und  -g—   aus  -g — >  so  dass  also  ai 
den  obigen  Ausdrücken  von 

dJJ^ 
dq> 
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isdrdcke  von 

dM'  ^        dN' 

"ö —        und        -3— 
dg)  oq) 

eicht  abgeleitet  werden  können. 

1  dem  Obigen  ist  Alles  enthalten,  was  zur  leichten  und  unmittel- 
Ableitnng  der  den  Erümmungskreis  einer  Curve  bestimmenden 
)ln  aus  der  Gleichung  der  Curve  erforderlich  ist.  Es  werden 
Umgestaltungen  und  weitere  Entwickelungen  der  allgemeinen 
)ln  möglich  sein;  um  jedoch  für  diesen  Gegenstand  jetzt  nicht 
zu  grossen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  breche  ich  diese 
Leinen  Untersuchungen  hier  ab,  hoffe  aber  späterhin  auf  die- 

zurückzukommen. 

« 


Das  The«reM  Yon  Brianehon  f«n  den  Kegelschnitten. 

§.  5. 

dem  durch  die  Gleichung 

Apo^+Bpi^+Cp^^+2DpoPi  +2EpiPi-^2Fp^po  =  0 

terisirten  Kegelschnitte  seien 

1,     8       3       4       d       6 


Punkte,  und 

1 

POi 

1 

Pl^ 

1 

8 

P09 

2 
Pl^ 

2 
P2\ 

3 

Po  9 

3 
Pl^ 

3 
P21 

4 

Po^ 

4 
Pl^ 

4 

^21 

6 

Poy 

5 
Pl^ 

5 
P21 

6 
POi 

6 
Pl^ 

6 
P2 
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2  2  2  2  2  8 

(Dpi  +Fp2)po+(Dpo+^?2)Pi  +(Fpo+Epi)p^  =  0, 
{npi+Fi>2)Po+iDpo+Ep^)pi+(FpQ  +  Epi)P2  =  0, 


^0  +  -^2 

0, 

^0  +  -^! 

-0, 

Dpi  +i^2 

—  0. 

Wir  suchen  nun  die  Durchschnittspunkte  der  Berührenden  in 

1           2 

A,    A        und 

4          5 

A,     A; 

2          3 

A,    A        und 

5          6 

A,     A; 

3          4 

A ,    A        und 

6          1 

A,    A; 

welche  als  Ecken  des  von  den  sechs  Berührenden  gebildeten  um  den 
Kegelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  einander  gegenüberstehen, 
mittelst  der  allgemeinen  Formeln  der  Aufgabe  in  Thl.  XXXVin. 
Nr.  XXXVI.  §.  10. 

Immer  in  den  Bezeichnungen  des  vorher  genannten  Paragraphen 
ist  für  die  beiden  den  Punkten 


1  2 


entsprechenden  Berührenden: 


folglich,  wie  man  leicht  findet: 

LM'  —  ML* 

12  12  12  12  12  12 

=  —D\D(pqPi  —pi  Pq)  —  E  (pi  p2 — P2P1 )  —  F(p2Po  —P0P2)} » 

MN'  —  NM^ 

12        12  12        12  12        12 

=  —E{—D(pqPi  —piPo)-{-E(piP2—p2Pi)--F(p2Po—PoP2)\, 

NL'  —  LN' 

12        12  12        1212        12 

=  ^F\—D(pqPi  —piPo)—E(piP2—p2Pi)+F(p2Po'-poP2)} 

Theil  Lm.  30 


w 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen: 

12  18  12  12  18  18  18  18  12 

^01  =  PoPi  — PiPo?      Aa  =  PiPi—PiPi  5      Ao  =  PiPo—PoP2 
gesetzt  wird: 

also: 

01 

=      DPqx  ( —  Dsini^oi +-Esintri2+P8inir2o) 

12 

-{-EP^^i     DmiWQi  —  JEJsintt?i2+Psinwj2o) 

12 

-j-FPaoC     D^mwQi-^-E^mwi^  —  Psün^ao)- 
Für  die  beiden  den  Punkten 

4  5 

A,        A 

* 

entsprechenden  Berührenden  ist: 

L  =  D,  M=0,  N=E; 

L'  =  F,  M'  =  E,         N'=0', 

also: 

LM^  —  MU  =      ED, 

MN'  —  NM'  =  —EE, 

NL'^-LN'  ■=      EF\ 
folglich: 

(i>3f'  — MX')8inw7oi  +  (^^'~^^0sin^i2+(^^'  — ^^Osin/r^o 

=  -E  (Z)  sin  M?oi  —  -E  sin  ?^7|  2 + J^sin  ?^'2o). 

Für  die  beiden  den  Punkten 

2  3 

A,        A 
entsprechenden  Bertihrenden  ist: 
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a  o  2  2  2  2 

also  nach   dem  Obigen  durch  blosse  Erhöhung  der  oberen  Indices 
oder  Accente  um  eine  Einheit,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

23  23  28  23  23  23  28  23  23 

Al  =P0Pl-^PlP0i        ^l2=PlP2—P2Pl^        P20  =  PfiPo—PoP2 


setzt: 


23  23  23 

23       .        23  23 

23  23       .       23 

NL'-LN'  =  -F{^DFoi-EF,^+FF^]', 


folglich: 


(LM'  —  ML')  sin  w^oi  +  (MN*  —  NM'  sin  tö,  g + {NL'  —  LN')  sin 


w 


20 


23 


=      DFqi  ( — DsiawQi  -{-EBmwi2'\-FsiDLWf^) 


23 


-|-£P,2(     DsinwQi — Esmwii'i'Fsmw^Q) 


23 


-\-IF^{     DsiELWQi'\-Esiawi2—FsixLW2o). 
Für  die  beiden  den  Punkten 

5  6 

A,   A 
entsprechenden  Berührenden  ist: 

L  =  F,  M=E,  N=0\ 

i'  =  0,         üf  =  I>,        N'  =  F', 

also: 

LM'—ML*  =      FD, 

MN'  —  NM'=      FE, 

NÜ  —  LN'=—FF', 
folglich : 

{LM'  —  MÜ)  sin  w^^  +  {MN'  —  NM*)  sin  ^i  2 + {NL'  —  LN') 
=  F{DmiWQi-\-E%\viWi2--FmiW2QJ, 
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Für  die  beiden  den  Punkten 

A,        A 
entsprechenden  Berührenden  ist: 

L'  ^D,        M'  =  0,         N'  =  E-, 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

MN'  —  NM'=      E{l4o  +  ^2)'> 

folglich: 

{LM'  —  ML')  sinwoi  -\-{MN'  —  NM')  sin  w?i2 + {NL' — LN')  sin; 

3 
=  — i>pQ(Z>sint^oi  — Esmwi2  —  Fsmw2o) 

3 

—  Ep2  {D  sin  wqi  —  £^  sin  2^1 2 + jPsin  ^20)- 

Für  die  beiden  den  Punkten 

6  1 

A,        A 

entsprechenden  Berührenden  ist: 

X=:0,    M=D,        N=F, 

L'  =  i:^i+Fp2,     M'  =  I^o  +  4>2^     N'  =  FpQ  +  Epi', 
also,  wie  m'en  sogleich  übersieht: 

LM'  —  ML'  =  —  D{Dpi  +  Fp2) , 

MN'  —  NM'  =      E{Dpi  —  Fp2)j 

NL '  —  LN'  =      F{Dpi  +  FP2) ; 
folglich: 

(LM'  —  AÄ')sinw?oi  +{MN'  ~NM')smwi2+{NL'  —  LN')sm 

i 

=  —  Dpi  {DsinwQi  — ^sinM7i2  —  i^sin?^'2o) 

i 

—  i^2  (^sin  w'o,  -|-  i5;sint<7|2  —  Fsinz^go). 
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ist;  flo  ist  die  Oleichong  der  enteprechenden  Yerbindmigslime: 

23  ,     88      .         23     ^  23 

^A2vP0-(^i01  -^A2)l>l-^^01  vP2  =  0. 

3  4  6  1 

C) A,    A        und       A,    A. 

Weil,  wie  man  leicht  findet: 

-£(Z>^o+-E!Pg)---ö(-PPi+^»)  ) 
-i?'(ZJ^0--e!P»)--E(-Ppi-^2)  ) 

ist,  so  ist  die  Gleichong  der  mitsprechenden  Yerbindimgslinie: 

1  13  3  S1  Sl  31 

(-Dpi  +i^2)^2JP0  + (^0+^2)1^2^1  +(-ß^2i'i  +^0l>2)i'2  =  0. 

Um  nun  mittelst  der  in  Thl.  XXXYIH.  Nr.  XXXVI.  §.  10. 
entwickelten  Formeln  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
zwei  ersten  der  drei  yorhergehenden  Verbindungslinien  zu  finden, 
setzen  wir: 

12         12  12  12 

23  .  ,      23  23  .  23 

Ü  =  FPi^,        M'  =  -{DFo,  -EP,^),        N'  =  -FPoi ; 
dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 

12     23  12     23  12     23    ^ 

LM'^ML'=D{--DPoiPoi+EPoiPi2+FP^oPoi), 

12     23  12     23  12     23 

MN'-NM[  =  E{     DPoiPoi'-EPoiPis+FP^P^i), 

12     23  12     23  12     23     ^ 

NL'^LN'  =  F{     i>Po|Poi  +  ^PoiA2~^-P2oni) 
und  hieraus: 
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13     23  12     23  12     23 

=      />(— Z)PoiPoi  +^^oiA2+^AoAi)  sinwoi 


B- 


12     23  12     23  12     23 

12     23  12     23  12     23 

+P(     Z>PoiPoi+^^Ai^i2-^-P20^oi)sin«/T2o 

12     23 

=      i^Poi  Pol  ( — ^  siui  «^01  +  ^  ^^  «^12+ -^sin  w^q) 

12     23 

4-^PoiPi2(     DsmwQi — JBsint/'i2  +  P8mw2o) 

12     28  , 

+  FP^oPoi  (     DsiawQi'j-Esmwi2  —  Fsinw^o). 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  beiden  ersten  Ver- 
I  bindungslinien  sind: 

{MN'--NM')J 

f       {NL'—LN')J 

;       ___^ LM'—'ML')J 

r      (i3r'  — 3£L0sint^oi+(-3^^'~-^^0siniöi2+(iN^i.'~i^^^ 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  die  drei  obigen  Verbindungslinien 
L^  Bich  in  einem  Punkte  schneiden,  müssen  wir  untersuchen,  ob  diese 
E  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  zwei  ersten  Yerbindungs- 
r    ünien,  für  po?  Pii  P2  gesetzt,  die  Gleichung 

1  13  3  3      1  3    1  3     1 

{i)pi+ 25)2)^2^0 +  (^0+%2)P2jPl+ (^2^1 +-^0;'2)i'2  =  0 

der  dritten  Verbindungslinie  erfüllen,  d.  h.  wir  müssen  untersuchen, 
^     ob  die  Gleichung: 

(MN'  —  NM')  (Dp^  +i^2)^2 

+  {LM'  -ML')  (4>,pi  +  P^oi^2) 
also  nach  dem  Obigen,  ob  die  Gleichung: 
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12     23  12     23  12     23  1  13 

12     23       ,       12     23  12     23    ,  ,      8      .        3      1  l— 0 

+F(     DPo^Poi+EP^iP^^-FP^Poi){Dpo+Ep^)p^      ^ -" 

12     23       .       12     23  12     23     ^        3    1  8    1^ 

+  Z>(~Z>Poii'oi  +^Ali'l2+i^i'20i'0l)(^2i'l  +^0;>2) 

erfüllt  ist 

Diese  Gleichung  bringt  man  aber   mittelst  einer  sehr  leich 
Bechnnng  sogleich  auf  die  Form: 

1312    23  3112    23^131223' 

DEF.{p^P^PqiPqi  +1>o1>2^01^12+JPi1>2^20^0i)  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Gleichung: 

1    3   12    23  3    1  12    23  1    3   12    23 

also  nach  dem  Obigen,  wenn  die  Gleichung: 


13      12  12         2    3  *    *   N 

P2P2  {PoPi  —PiPo)  (PoPi  —PiPo) 

3    112  12         2    3  2    3 

-\-P0P2\P0P1  —PiPo)  {PiPi  —P2P1) 

13       12  12         2    3  *3 

+PiPi  {P2P0  —P0P2)  {PoPi  —PiPo) 


=  0, 


oder  wenn  die  Gleichung: 


3112  1223  23 

P0P2  {PoPl  —PlPo)  {Pl  P2  —P2P1) 

3123  2312  12 

+l'2i'l  iPoPl  —  PlPo)  {P2P0  —P0P2) 

3123  23         12  12 

+P2P2  (PoPi  —PiPo)  (PoPi  —PiPo) 


=  0 


erfüllt  ist. 


Diese  letztere  Gleichung  ist  aber  erfüllt,  weil  nach  der  Vc 
Setzung  die  Punkte 

I  2  3  4  5  G 

A.,     A.^     jo.,      a,     A,     A. 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  wie  in  der  vorhergehenden  Abhan 
Nr.  XXXin.  §.  3.  bei  dem  Satze  von  Pascal  gezeigt  wordei 
Wftd  die  drei  obigen  Verbindungslinien  schneiden  sich  also  wi 
i^  Einern  Punkte,  was  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze  fuhi 
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^  Die  drei  Verbindungslinien  der  gegenüberstehenden 
£cken  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Sechs^ 
ecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

'■^  Dies  ist  der  Satz  von  Brianchon.    Die  Coordinaten  des  ge^ 

meiQSchaftlichen  Durchschnittspunkts  der  drei  Verbindungslinien  sind 

;  oben  angegeben.  Chasles  nennt  diesen  Satz:  Th6oröme  corr6- 
latif  de  celui  de  Pascal 


V. 
Das  Theoren  Ton  Chasles  Ton  den  Berohrendeii  der  Kegelschnitte. 

§.  6. 
Vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  seien 

3  4         6  6 


,   und    ein   fünfter  Punkt  desselben   sei  A;    das  Pundamcntaldreieck 

sei   AAA;    dann    süid  nach  dem   vorhergehenden  Paragraphen  die 
Gleichungen  der  Berührenden  des  Kegelschnitts  in  den  Punkten 

3  4  5  6 

L  A,    A,    A,    A 

\    beziehungsweise: 

^  o  o  ^  A  3  3 

■Fi>o+^i  =  0, 

und  die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem  Funkte  A  ist: 

(Z^i + Fp^)pQ + {Dpo + Ep^)pi  +  {Fpo + ^i  )P2  =  0 , 

o         <^         o  o 

wo  natürlich  Po^  Pi^  P2  ^'^  Coordinaten  des  Punktes  A  sind. 

Wir  wollen   nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuukte  der 
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Für  die  Coordinateu 


6*6  6 


hat  man  zu  setzen: 


0.0  0.0  0     .       0 

,L==Dp^+Fp^,        M=Dpo+Ep2,        N=ßi>o+Ep^', 
r=0,        M'  =  D,        N'  =  F; 

und  erhält  leicht: 

LM'  --ML'  =      DiL^i  +Fp2)y 

NL'  —  LN'  ==  --FiDpi  +  Fp^) ; 
also: 

(LM'  —  ML')  sinM^oi  +  (-^ßV'  —  iV3f' )  smw^^+(NL'  --LN')  sini 

0 

=      Dpi  (DmxwQi  — ^sinwi2 — -Fsinw72o) 

0 

+  Fp2  (DsiawQi  +  jEJsinw7,2  —  JPsin^^2o)• 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

G   =  DsmwQi  —  Esiawi  g  —  i^sin  W20 , 
G^  =  JDsintöQi  —  JGsinw;i2+-Fsinw20» 

G"  =  DsisiWQi-\'Esmwi^-'  Fsiaw^o'y 
so  ist: 


03  08  03  03  03  03 

M)  «i3  03  03  03  03  « 

^^(Pi  P0-'P0Pl)  +  (^'^(Plp2—P2Pl)'\'^"HP2P0  —1 


4 

Po 


5,  _       E{4o+^i)J 

Ml  -^  o  o     ' 

G'Ep^  —  G"FpQ 

^  _     E(]^^—jyp^)j 

M)  —  o  o    • 

GDpy^&'Fp^ 


i -■»':.;■.:.  i. 
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Weil  es  sich  aber,  wie  wir  sehen  werden,  im  Folgenden  bloss 
Verhältnisse  dieser  Grössen  handelt,  so  ist  es  offenbar  verstattet, 
"zer  zu  setzen: 

03  OS  03  03  0^  A4 

»  O     3  O     3  U     3  O     3  O     3  o     5 

^^iPlPO'-PQPl)+^  ^iPlPfi—PiPO  +  G^'HPiPQ-'PQP^)  * 


> 

0 

0      ,       0 

0     ,        0 

—                     o                       o 

Gr  Ep\  —  G"  Fp^ 

9 

6 

P« 

0              0 

FPi—Dpi 

Wir  betrachten  nun 

das  Verhältnis^ 

(: 

5 

3 

5 

4 

6 

3     • 

•      6 

4 

Ler,  was  dasselbe  ist,  das  Yerhältniss: 


1 

1            1 

1 

3 

&           4 

Po.  Po 

& 

^0 

1 

1  •  1 

1' 

i  ö  4 

id  finden  mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  ohne  alle  Schwie- 
gkeit: 

DF{G"+G)p^ 
^DE{G  —  G')pi 
11  V  -\-FF(G^-^G")p^  I  0  3        0  3., 


P  Pa  /  0    3  0    3, 

^  l       I^{PqPi—PiPq) 

-t-^KP^Po—PoPi) 


{PaPi—PxPo) 


-■  ^ 

] 

i 
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,'\'EF{G^'\-Gf^p2/  •  0  3       0  8 

^         I.  ~  .  0  3        0   8^  (Pal^— Pift)*) 

^(PoPi—PiPo) 


Po       Po 


+Hkk-kk) 


also: 


■I  -i      0  O'OS  08' 

T-  ^Po-h ^l      PiPl  ""Pl P2 


3  6 

Fi.       Fi 


0 


ferner: 


4  5 

Po      Po 
DF{&' + g)^ +DE{G—  G')li  +  EFjG'  +  G")k  <• 

ö  ö  ö  ö  Po» 

{Dpü-)rEpt){.Fpo-\-Epi) 


4  6 

DF{&'-\'G)pq'\-DE{G''  G')pi  +EF{G'  +  &')p^  o 

o  o  o  o    ^  Pii 

{Dpo+Ep^){Fpi-Dpi) 


also: 


4  5  O  O  O 

^0         A         Po     J^9—^l 


o     •  ^  o    • 


Hieraus  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

3  5  4  5  0        08  "'x 

^ £o  .  ^1 Po__P2{PoPl'-PlPo) 

-^0         ^0     -^0         ^0 
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Setsen  wir  der  Kürze  wegen: 

0      0    8  0    3 

jT J^sCPoPi— .Pii^o) 

ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

0      3    0  0    8 

1        T^  _Pl(PQPi'^  P^Pi) 

^ — ^  —  ü    ir"3       ö~^    • 
Po(P%Pi  —PiPi) 

Aas  der  vorhergehenden  Abhandlung  §.  8.  bei  dem  Theorem  von 
appas  wissen  wir,  dass  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

0308  08  0808  03 

P2P2(PoPl—PlPo)    ^  ^      ,   PoPo(Plp2—PiPl)     ^  ^     I    *      ^   ^    -.  0 
o      ü    3  0    8        'PoPl-TTt — U^ 5~s 'PlPi-VPl-PtPo  —  ^* 

Pi  (P2P0 — PoPi)  P\  {p%P(i  —PoPf) 

ler: 

0808  03  0308  08 

PiPi(PoPi—PtPo)   _  _    I       ^    I  PiPi(PiPo-—PoPi)  ^  ^   _n 
PoPoiPi  Pi  —PiPi )  PoPoiPi  Pi—PiPi ) 

ler: 

00803  08008 

»    PiiPoPi  —PiPo)  ^  ^     I   *     ^  ^        *   PiiPoPi—PoPi) ci 

'Pi'ö — ö~i ö~r~'PoPi'rPo*PiP2''Pi'Z — J~3 z-f—'PiPo  —  ^ 

PoiPsPi  -^PiPi)  Po(P%Pi  -^PiPi) 

»Iglich  nach  dem  Obigen: 


der 


8  8  /  \* 

—  Kpi  .pQpi  -j-pQ  .pi  P2 — (1  —  K)pi  .p^pQ  =  0 


3  3  8 

^P2  'PoPi  —Po  'PlPs+0^  —  ^)Pl  -PiPo  =  0 


Nehmen  wir  nun  in  dem  Kegelschnitte  einen  beliebigen  durch 
ie  Coordinaten  Uq  9  ^1 9  ^a  bestimmten  Punkt  an,  so  ist  nach  dieser 
leichung  des  Kegelschnitts: 

33  3 


oraus  sich 
giebt 


3  3 

__^2{^oPl  —  (^lPo) 
_      _     3 _    5 

^0(^2Pl—<^lP2) 
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Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhellet  auf  derS 
dass  die  Grösse  £,  folglich  das  Yerhältniss 

5  8         5  4 

in  —  xn      Xn  —  -Pn 


0  .  -^0  —  -^0 


b  3  ö  4 

^0 — -^0    -^0 — -fo 


constant,  nämlich  von  der  Lage  des  Punktes  A  in  dem  Kegelsi 
ganz  unabhängig  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Pui 

8         4  5         6 

•uL<t        ^^9        '^9        ^^ 

gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts  mit  der  durch  den  Pi 
gelegten  Berührenden  desselben  mit 

a,     b^     c^     d\ 

SO  wird  sogleich  erhellen,  dass  das  Yerhältniss 

I 

5  3  5  4 

-^0  —  -^0  .  -^0       A 


3     •    ü 


A  —  ^0     A  —  A 


mit  dem  Verhältnisse 


ac    hc 

____  • 

ad   bd 


welchem  Chasles  in  dem  Trait6  de  G^om^trie  supe: 
Chapitre  IL  7.  p.  7.  den  Namen  rapport  anharmoniq 
quatres  poiats  beigelegt  hat,  einerlei  ist*). 

Das  Obige  führt  nun  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze 

Vier  feste  Berührende  eines  Kegelschnitts  schi 
jede  beliebige  fünfte  Bertihrende  desselben  ii 
Punkten,  deren  anharmonisches  Verhältniss  co 
ist  **). 

Dieser  Satz  und  der  Satz  VII.  in  der  vorhergehenden  Abh 
sind  es  vorzüglich,  auf  welche  Chasles  seine  ganze  b( 
Theorie  der  Kegelschnitte  gegründet  hat;   er  nennt   den  vo 


*)  Wir  bedienen  uns  hier  der  von  Chasles  eingeführten  Bene 
absichtlich;  andere  Benennungen  sind  bekannt  genüg. 

**)  M.  8.  Trait^  des  sectious  coniques  par  Chasles. 
p.  3.    N».  5. 
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XXXV. 


Ueber  einen  Ausdruck  für  die  Oberfläche  eines  Poly© 

von  beliebiger  Seitenflächenzahl. 


Von 


dem  Herausgeber. 


Die  Seitenflächen  eines  Polyeders  seien: 

Ay    ß^    (7,    Z), ; 

die  Seiten  der  Seitenflächen 


-4,     B,     Cj     2>,  . 


seien  beziehungsweise: 


Og  ,      ^2,      «3,      «4,      «5,   .... 

^I»      ^2>       ^85      ^41      ^5^ 

^iy      <^y      <?S?      ^49      ^5» 

diy     €^,     d^j     €^4,     d^^  .... 

U.  S.  W. 

welche  sämmtlich  Kanten  des  Polyeders  sind.    Die  an  diesen  Ka 
des  Polyeders  liegenden  Flächenwinkel  desselben  seien  beziehnngsw 


«1, 

«21 

«S»       «41 

«5 ,  . . . . ; 

Ä, 

ßiy 

/^Sl       /54l 

ß&y  •••••» 

Yiy 

ya, 

ysi    y4i 

ys  5 . . . .  j 

^1, 

*2? 

^31       ^41 

u.  s.  w. 

^6i  — 

von  beliebiger  SeitenftädtemeM. 
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Yon  einem  Punkte  O  innerhalb  des  Polyeders  denke  man  sich 
die  Seitenflächen 

^y        -üj         C/y         Uj    .  •  •  • 

^ungsweise  die  Perpendikel 

Pj  3>  **»  8y      ,    .    .    . 


^Betrachten  wir  nnn  überhaupt  zwei  an  einer  beliebigen  Kante  a 
Seitenflächen  des  Polyeders,  die  wir  durch  Fa  und  Fa  be- 
wollen; der  an  der  Kante  a  liegende  Flächenwinkel  des 
sei  er,  und  von  dem  Punkte  O  seien  auf  die  Seitenflächen 
Fa  beziehungsweise  die  Perpendikel  pa  und  pa  gefällt.  Daa 
welches  den  Punkt  O  zur  Spitze  und  die  Kante  a  zur  Grund- 
bat,  sei  Joj  und  die  Projectionen  dieses  Dreiecks,  dessen  Höhe 
Ha  bezeichnen  wollen,  auf  den  Seitenflächen  Fa  und  Fa' 
beziehungsweise  Da  und  £>/;  die  Winkel,  unter  denen  das 
^a  gegen  die  Seitenflächen  Fa  und  Fa'  geneigt  ist,  wollen 
dehungsweise  durch  wa  und  W  bezeichnen;  dann  ist  nach 
bekannten  Satze  von  den  Projectionen: 


aber 


fenbar 


Da  =  ^aCOStTa,  Da'  =  J a  COS  Wa'. 


Ja  =  IßHa^ 


Pa  =  HaSiaWa',         pa   =  ÄjSinW 


_      apa 

^a  ^=  rr"^ — "" » 


ZSmzTa 


rnach  1): 
-   -    .    .    .     Da^^-^COtWa^  jDa'  =  "2^ COtW; 

daher: 

.    .    .   Da'{-Da' i^iaipaCOtwa-^-pa'cÖtwa'). 

iist  aber  offenbar 
;li  dem  Obigen: 


pa 


pa 


=  -r^- — }     oder     pa8inii?a'  =  pa'  Sinw7a  5 
smwa      smwa 


31* 
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also: 

pa  sin  (« — Wa)  =  pa  sin  Wa , 

pii  sin (a — Wa)  =  pa sin wa' ; 
folglich : 

pa  sin  a cos wa  — Pa  cos asinwa  =  2>a'  sin ir« , 

Pa'  sin  a  cos  wa  —  Pa'  cos  a  sin  wa  =  Pa  sin  Wa  ; 

woraus  sogleich: 

Pa  Sin«COtw>a    =jpa'-j-|3a  cosa, 

Pa  sin  a  cot  Wa'  =  |?a  +^a'  COS  « ; 
also: 

« 

(paCOtt<?a+i?a'  COtw'a')  Sin  «  =  (i?a+iJa')  (1  +  COS  a) , 

daher,  wenn  man 

■ 

sin«  =  2siniacos^,        l+cosa  =  2cosla^ 
setzt: 

paCOtWa-^pa  COtwa'  =  (pa'\-pa  )COtia 

folgt. 

Also  ist  nach  3): 

4) 2(Da+Da')  =  a(pa'\'Pa'jC0tia. 

Die  an  den  Seiten 

^1»      ^2?      %9      ^49      ^57    •••• 

der  beliebigen  Seitenfläche  A  des  Polyeders  liegenden  Seitei 
desselben  wollen  wir  beziehungsweise  durch 

bezeichnen;  die,  indem  man  immer  eine  ähnliche  Construct 
vorher  macht,  an  den  Kanten 

öj,      ^2,      0^3,      «4,      «5,   ,.,, 

legenden  Projectionen  auf  der  Seitenfläche  A  seien  beziehun^ 

Z)l,      Z>2,      Z)3,      Z)4,      Z>5, 

und  die  an  denselben  Kanten  liegenden  Projectionen  auf  den 
flächen 

-^1 ,     -^2,     A^y     ^4,     -45,  .... 
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ßn  beziehungsweise: 

AS    A',    A',    D^\    A',  .   •.; 

Such  seien  die  auf  diese  Seitenflächen  von  dem  Punkte  O  gefällten 
Tpendikel  beziehungsweise 

i>n    P2^    Ps^    Pij    Psj ; 

pn  hat  man  nach  4)  die  Gleichungen: 

I  2(A4-A')=«iO'+l>i)cotJa,, 

P  2(i)g  -\-Di')  =  Oiip  -\-pi)  cot  i«g , 

i-  2(X>j  +  Z>3')  =  <i3(p4-i'8)cotias, 

2(Z>4 + i)^')  =  ai(p  -\-pi)  cot  K , 

U.  8.  W. 

lieh  durch  Addition  die  Gleichtmg: 

2(A+A+A+A+A+  •  •  •  •) 
-|-2(U,'+A'+i?3'+A'+A'+  •  •  •  •) 

BÄ      2?(ai  cot  i«!  +  02  cot  4^2  -|-  Os  cot  icc^-^a^^  cot  4a4  -|" ) 

-|-ö||3i  cot  i«i-j- 02^2  cot  ia2"l"<'33'3  cot  Jof3-|-a4|)4  cot  4a4-|- , 

i»,  weil  offenbar 

A  +  A+ A+^4+ A+  . . . .  =  ^ 
■•),  in  bekannter  Bezeichnungsweise: 

5) 

I        2^+2(A'+ A'+ A'+ A'+ A'+  . . . .) 
^      p^acot^cr 

+ajjJiCOt4ai4-02i>2COt4of2+a35)3COt4as-l-a42)4COtia4+ ; 

til  bezeichnen  wir  nun  durch  Sa  die  Summe  aller  an  die  Seiten  von 
^instossenden  Projectionen  auf  den  an  dieselben  Seiten  anstossenden 
fkigen  Seitenflächen  des  Polyeders,  filr  die  Seitenfläche  A  aber  die 
Imme 

S     OiPi  COticci  +a2P2C0ti«2+%^3C0t  Ja3+a45)4COt4a44-  •  • .  • 


pch 


Sa\  SO  haben  wir  die  Gleichung: 
2A-{'28a=p2acotiU'{-Sa^ 


*)  Ueber  positiv  *und  negativ  zu  betrachtende  Projectionen  sage  ich  der 
fZe  wegen  hier  weiter  nichts. 
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XXXTDI. 

VerBcIiiedene  Bemerkungen  zur  Reduction  der 

Monddistanzen. 


Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ligowakt^ 

an    der   Königlichen    Marineschule   in   Ki«l. 


NachtrSge  zur  Abhandlung  in  diesem  Theile  Nr.  Xm. 
In  diesem  Theile  Nr.  Xm.  hatte  ich  gefunden: 


t«|=j/cotgf  cotg(f+^). 


Zuweüen  kann  es  vortheühaft  sein,  direct  die  ganze  Distanz 
zu  berechnen.    Um  eine  Formel  für  tg^  zu  erbalten,  setze  man: 

l-tg-2 
und  wenn  für  tg^  der  obige  Werth  eingesetzt  wird: 
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^d^  = 


1  —  cotg  -^  cotg  [^  -^-x^ 


Moltiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  ndt  sin^sint-Q^  -f-^l  ^^^^ 
ringt  den  Factor  2  unter  das  Wurzelzeichen,  so  ergiebt  sich: 

tgrfg  =  ±8ec(-S,  +fl;)V8ini^  iai{Zx  +%ß). 

Für  das  gegebene  Beispiel  war: 

a  =  38»  43'  59^'' 
-T,  =  19«  48'  21" 


bo  .  2i+  a?  =2  580  32*  20,5" 

ad  2:14.2«  =  970,16' 20" 

logsinJ?!  =9,52999 
logsinCiSt  4-2»)  ^  6,99649 


19,52648 

9,76324 

log«ec(2;i  +aj)  tac  0,28240 


logt^c^  =  0,04564  («) 
€f,  =  I3io  59'  42". 


Aus  der  Formel 


^•=|/tg4'tg(f+.) 


giebt  sich  noch: 

tgdi  =  ±8ec(^/i  +fl;)ysin^|  sin(^|  +2a;)/ 

Einige  andere  Formeln  erl^t  man  in  folgender  Weise: 

Da 

1 — tga*      cos«* — sin«*  _ 

T~n — 9  = 9~i — ' — 9  =  cos  Za 

14-tg«*      cos«*+suia 

,  80  hat  man  auch: 

32» 


500 
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oder: 


1 — cotg -^  cotg(^-^ -l-ajj 

Bin -g- sin  I  y +«1  —  cos  y  cos  l-~ +ajj 

sin  y  sin  (^+») + cos  -^  cos  y-^  +x\ 

__      cos(^i+g) 
"^       cos» 

cosd^  =  —  cos(i?i4-«)8eca5. 


Aus 


ergiebt  sich  noch: 


t«f=j/««|»tg(^+«) 


cos<^  =  cos(i^i-|-a;)Bec9;. 


Eine   andere  Beihe  von  Formeln,  welche  bei  Benutzang 
Xabellen  von  log  sin  »  brauchbar  sind,  ergeben  sich  in  folgender  We 


Aus 


cos<2i 


cos(^i+g) 

""      cos« 


folgt: 


1  — COSdg  = 


cos(^i  4'^)-H-cosa? 


cosa; 


und  hieraus: 


Femer: 


und 


sin  y  =  cos  y  cos  1 05+  -y  j  seca?. 

^  ,        ^       cos»-— cos (Ä  4-«) 

l+C0S€i|  ==  ^^^^    *  '    ^ 

'         *  cos« 

cosy  =sin-2*8in(«+y  jsec«. 


hV. 
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Aus 

.^^  C08(^l+g) 

*  cosas 


«rgiebt  sich  in  ähnlicher  Weise: 

sin  ^  =  siny  sinl  «+-0  1  sec«, 


-i-  =  cosyco8^aj+^J 


cos  -^  =  cos  TT  cosi  x-i-  TT  I  sec«. 


^2  j  8 

Aus  den  Werthen  von  sin  -h   and  cos  4~  erhält  man  mit  Hülfe 
der  Formel 

sm  ci|  =  2sm  ^  cos  ^ 


noch: 


und 


sinc^i  =  secfl^Vsini^i  sin(2a;-f-  Si) 
sindg  =  secajl/sin  Ji  sin(2aj-|-  ^i)- 


Nachträge  zur  Abhandlung  Bd.  LI.  Nr.  XXXTT. 

Wenn 

m  and  m^  die  scheinbare  and  wahre  Mondshöhe, 

8    „     81    „  „  „       ,,      Sonnen-  resp.  Stemhöhe, 

d    „     dj    „  „  „       „      Distanz 

bezeichnen,  und 

mi  — m  =  a,        8 — «|  =  ä,        a-j-^  ==^  2**»      ^ — ^  ^^^  2p, 
«i+«  =  2j    %-{-*i  =  ^1»    w* — 8  =  ^,     f»!  — «I  =  ^1, 
4(d--€ii)  =  a>,    also    i(d'^di)  =  d — x    und    <f i  =  d— 2a; 

gesetzt  werden,  so  ist  nach  Band  51.  Seite  377: 
1)  .   .   .  ajsin(d— «)  =  psin(^4-p)sin^  --rsin(z^+r)cos| . 
Für  «— m  =  ii  wird 

yS  y2 

2),   .   .  «sia(rf— aj)  =  p8in(-S-f.p)sin| +»'8in(^/— r)cos|  • 
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Um  eine  Formel  ohne  J  zu  erhalten,  setze  man  in  Nr.  1)  fi 
sins   seinen  Werth  1  —  cos 5  *  wodurch  sich.ergiebt: 

m 

3). .  .a5  8in(d— a?)  =  psin(-S+p)---(^'8in(2?-|-rt+*'8Mi(^+*'))co85 
Es  ist  aber: 

=  ^  8m(i+ff)+^8m(^+r) 

=  o8ml»»4-2)cos(* — 5I  —  Jcoslm  +  ö)^™!* — ö) 

=  («««('»  +  i)-»t«(*-|))c08(«.  +  |)c08(.-|y 

Hiernach  wird  ans  Nr.  3): 

4) a;sin(ci-— a;) 

=  QsmiS+Qyi-ybteyg—^j  — «tg^m  +  ^jjcos^w+^cos^«— Ijcos^ 

Setzt  man: 

/      ,  a\       /       Acosy* 

C08(^«»-h^jc08(^.~^j         I 

cos(  m  +  öjcosf « —  ^1 

=  —    n^a    n;:r ^  co»4(d4-2:)cos  j  (rf—  2:)  =  u, 

COSmCOS«  »VI/        »\  /         ri 

80  wird: 

5)...a?sin(€f— ä)  =  ^8in(-S4-p)+ÄfAtg(«— gj— afttgfm  +  ^j^ 


Wenn  nun 


und 


gesetzt  wird,  so  ist: 


A  =  psln(i?-f-^)cosec<2, 
B  =  ftffttgU— gjcoseerf, 

C  =  ofitgf  ti^+ 5  J  cosecrf 

Xi  z=:A'\-B'^C 
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In  den  meisten  nautischen  Tabellen  befindet  nch  eine  Tab« 

der  Logarithmen  de»  Ausdrucks   — — *■    unter    der    Benonu 

^  cosmcos« 

logarithmische  Differenz.    Diese  Tabelle  kann  mit  Yorthdl  beno 

werden,  um  durch  Bechnung  mit  vierstelligen  Logarithmen  den  Unt 

schied  zwischen  der  scheinbaren  und  wahren  Distanz  zu  finden. 


Setzt  man: 


C08m|C0Sg|  

cos m cos«  ' 


so  hat  man,  da 

6) COSrfj  =  2C0Sm|C08«iC08|   — C08-S| 

ist,  auch 

7) cosrfi  =  2r7c08mco8«cos|  — cos  2^1. 

Es  ist  aber  auch 
8) C08d=  2cosmco8«coB| — cos  27. 

Durch  Subtraction  von  Nr.  6)  und  Nr.  7)  ergiebt  sich:  \ 
9>  .  cosrfi — co8d  =  — (cos^i — cos^)  — 2(1 — U')co8mcos«cosr 
und  mit  Hülfe  von  Nr.  8: 

10)..co8rfi  — co8rf  =  —  (cos^i— coa-S)-— (1—  C7)(cosrf+cos2^). 
oder  auch 

11) 8ini(d~rf|)sin4(c?+ci,) 

=aBin4(£|  — 2r)8ih4(^i  +  2:)--(l— U)cos4(€f+2:)co84{rf— S 

Wird  cotgf46+|j  =:  U  gesetzt,  so  ist: 

/         ^v      8in(45+|y-co8(45+|y 
l-ü=l~cotg(45+|)  =-^^ ^ ^—^ 

=  — C08(90+y)co8ecf45+|j  =8inyC08ecf45+|y, 
und  daher: 
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12) 8in4(rf— c?i')8m4(c^+di) 

=  8ini(2:|— ^am4(^i4-20 

—  8myco8ec(45-|-|)  co84(c?+J5)co8i(<i— -^. 

Da  Hä—di)^  ^(£1-^2)  and  y  immer  8ehr  klein  sind,  80  ergiebt 
sich  nach  den  eingeführten  Bezeichnungen: 

13) a:8in(d— a?) 

=  ^ sin (-S-f  p)  — ycosec (45+1  j  co8i(d-f-2:)cos|(rf— -T). 

y  kann  mit  der  nöthigen  (Genauigkeit  nicht  ans  fünfstelligen  Loga- 
rithnientabellen  entnommen  werden. 


Es  war 


also  ist  anch: 


mithin 


cotg(46+|y=ü; 


i+t«! 


l-tg5 


hn 


und  da 


log— ^=21oge(««|+|(tg|)'....) 

1— tgg 

ist  und  y  9ehr  klein  ist,  so  wird 

y  l/i      1      1 

21ogetg5  =  log^  -^=  glog  u' 

Da  log^  gleich  der  dekadischen  Ergänzung  (dS)  von  log  U  ist, 
80  hat  man: 

logy+logloge+logtgl"  =  logdJSlog  ü'— log2 
und 

logy  =  logd^log  U— log  log  6— log  tgl"— log  2 
oder: 

logy==logdBlogCr+5,37ö6.    (5,3756  =  n). 
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Ist 

und 

so  ist: 

log  X  =  log«!  +  (log  cosec  (d — «i ) — log  cosec  tt). 

Zur  Bereclmimg  von  log  cosec  ( 45  ^-k)  bat  man  p  nieht  nölh^. 
Fttr  das  obige  Beispiel  ist: 

log  rr=  9,998215—10  n  =  5,3756 

dElog  17=  0,001785  log  dBlog  I7=t  7,2516-10 

logtg^iÖ+lW  0,00089    21ogco8ecr45  +  |W 0,3001 

log  Q  =  3,0494  logcosi(rf4-  £)  =  9,3931-1 

logsin(-r+rt  =  9,5234—10  logcosi(rf—  £)  =  9,7419-lÖj 

log  cosecc^  =  0,1302  logcosecci  =  0,1302 


•^ 


log  P=  2,7030  log  Q  =  2,1925 

F=  8'  24",7 
Q  =  2   35,8 


«1=5  48,9  log«!  =  2,5427 

logcosec(d — xi) — logcosecd=      — 7 


log  X  =  2,5420  d  =  1320  11'  19" 

a;  =  5'48",3       2»=  11  36,6 


d^  =  1310  59'  42",i 


ädO  Mmmikn, 


j^^iiitixuw*  JNr  «i«:  imt  .li«i  «ihm*  ^«iMHit  ib  ücr  TiiWK-tft  i&r 


m  —  ^j^    W^^-iK 


JL         t         U         1 


^;   ¥/lf#  ir¥  %MWMMMi  #4iir  fcghew  giifailiaft  aeoMS  wtidcB.    Es  giebc 

mt^  ff  14^  KlKmtmmH^rmmktt'*f  wobei  iek  WBofe,  da«  »lig*^  niedrig, 

<^  krn^    Qk  tflMm0irk**f  ckm  BeiMts,  aodi  maa  bcwodere  Art  von 
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Nähert  sich  nun  y  der  Einheit,  also  x  der  Null,  so  ist,  wie  sich 
hieraus  unmittelbar  ergiebt,  unter  dieser  Töranssetzong: 

T.      ,            1,1,1,1,1. 
"^•^  =  -1+1:2+2:3+0+4:0+ 

Ans  der  Relation 

1  In 


folgt  aber: 


n(»-|-l)        ^      n+l 

JL^        1  1 

1.2*^1  §• 

J-— 1  ^ 

2.3  ""  2  3  ' 

J^_l_l 

3.4  "  3  4* 


(n  —  l)n       n — 1      n* 

1  11 

n(w-|-l)       «      n-|-l' 


also  durch  Addition: 


1  j_J_+-L_i.JL .       4 

IQ  qT^Q  /i  I  j  r  r  •  ••  •   i^ 


oder: 


1.2  ^2.3^3.4^45^  *  *  *  *  ^nfa+l) 

1         1  n 

1      n-f-1       n-\-l 


1.2"'"2.3"*'3.4"^4.5"*"  •  •  •  •  "f"n(n+i)  ~        1' 
nnd  folj^ch  ftr  ein  in's  Unendliclie  wachsendes  n: 

^^  {  i:2+2:8+ä4"'"4:5+ '  •  ■  •  +n(n+l) )  =  *' 


also: 


1.2^2.3^3.4^45 
folglich : 


512 


Misceüen. 


"IQ  a'^a  k"^ 


1.2  '  2.3  *  3.4  «^  4.6 


=  0. 


Daher  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  der  Null  sich  näherndes  x 

Lim.  xlx  =s  0, 


und  weil  nnn  nach  dem  Obigen 


ac«  =  e«te 


war,  80  ist,  wenn  x  sich  der  Null  nähert: 


also: 


Lim.a^  =  «iäin.«te  ^^ 


Lim.flc*=5 1. 


Wie  schon  bemerkt,  kann  ich  jetzt  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen, 
ob  diese  oder  eine  ähnliche  Entwickelnng  schon  £rüher  gegeben  w(»to 
ist,  glaube  aber,  dass  dieselbe  weniger  als  sie  verdient  bekannt  ist, 
nnd  habe  sie  deshalb  hier  mitgetheilt 
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